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Lời NÓI ĐẦU 


Xọ uốn sách BÀI TẬP HÌNH HỌC 11 được biên soạn nhằm giúp cho 
học sinh lớp 11 có thêm tài liệu tự học và tự rèn luyện dê nắm vững 
các kiến thức và kĩ năng cơ bản dã dược học trong sách giáo khoa 
Hình học 11, tạo diều kiện góp phần dổi mới phương pháp dạy và 
học ở trường THPT hiện nay. Nội dung cuốn sách bám sát theo nội 
dung của sách giáo khoa mới, phù hợp với chương trình Giáo dục 
phổ thông môn Toán của Bộ Giáo dục và Đào tạo vừa ban hành 
năm 2006. 

Nội dung cuốn sách này gồm : 

Chương I : Phép dời hình và phép đồng dạng trong mặt phẳng 

Chương II : Đường thẳng và mặt phẳng trong không gian. 

Quan hệ song song 

Chương III : Vectơ trong không gian. 

Quan hệ vuông góc trong không gian 

Bài tập cuối năm 

Nội dung của mối chương dược chia ra nhiều chủ đề, mỗi chủ đề là 
một xoắn (§). Trong từng xoắn, cấu trúc được trình bày theo thứ tự 
như sau : 

A, Các kiến thức cần nhớ : Phần này nêu tóm tắt những kiến thức 
cơ bản và kĩ năng cơ bản cần nhớ đã dược trình bày trong sách 
giáo khoa Hình học 77. 

B. Dạng toán cơ bản : Phần này hệ thống lại các dạng toán thường 
gặp trong khi làm bài tập, nêu các phương pháp giải chủ yếu và cho 
các ví dụ minh hoạ , đồng thời cho thêm các điều lưu ỷ cần thiết . 
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c. Câu hỏi và bài tập : Phần này nhằm mục đích củng cô và vận 
dụng kiến thức và kĩ năng cơ bản để trả lời câu hỏi và làm bài tập 
thuộc các dạng vừa nêu ỏ trên, tạo điều kiện cho học sinh rèn luyện 
thềm về phong cách tự học. Cuối mỗi chương có các bài tập mang 
tính chất ôn tập và một số câu hỏi trắc nghiệm nhằm giúp học sinh 
làm quen với một dạng bài tập mới. 

Cuối sách có phần hướng dẫn giải và đáp sô' cho các loại câu hỏi 
và bài tập. 

Mặc dù các tác giả đã cố gắng rất nhiều, nhưng chắc rằng không thể 
tránh dược các thiếu sót. Rất mong các độc giả vui lòng góp ý để cho 
những lẩn tái bản sau, cuốn sách sê được hoàn thiện tốt hơn. 

CÁC TÁC GIẢ 


/ 
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_ CHƯƠNG I 

PHÉP DỜI HÌNH 
VÀ PHÉP ĐỔNG DẠNG TRONG MẶT PHANG 


§1. PHÉP BIẾN HÌNH 
§2. PHÉP TỊNH TIẾN 

A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

I. PHÉP BIẾN HÌNH 
Định nghĩa 

Quy tắc đặt tương ứng môi điểm M của mặt phẳng với một điểm xác định duy 
nhất M' của mặt phẳng dó được gọi là phép biến hình trong mặt phẳng. 

Ta thường kí hiệu phép biến hình là F và viết F(M) = M' hay M' = F(M), khi 
đó điểm M' được gọi là ảnh của điểm M qua phép biến hình F. 

Nếu 3Ổ là một hình nào đó trong mặt phẳng thì ta kí hiệu 3Ổ' - F(0&) là tập 
các điểm M' = F(M), vói mọi điểm M thuộc 3Ổ. Khi đó ta nói F biến hình 3Ổ 
thành hình 30', hay hình 3Ổ' là ảnh của hình 3Ổ qua phép biến hình F. 

Để chứng minh hình 3Ổ' là ảnh của hình 3Ổ qua phép biến hình F ta có thể 
chứng minh : Với điểm M tuỳ ý thuộc thì F(M) e 3Ổ' và với mỗi M' 
thuộc thì có Me sao cho F(M) =M'. 

Phép biến hình biến mỗi điểm M của mặt phảng thành chính nó được gọi là 
phép đồng nhất. 
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II. PHÉP TỊNH TIẾN 
Định nghĩa 

Trong mặt phẳng cho vectơ V. Phép biến 
hình biến mỗi điểm M thành điểm M' sao 

cho MM' = V được gọi là phép tịnh tiến 
theo vectơ V (h.1.1). 

Phép tịnh tiến theo vectơ V thường được kí 
hiệu là Tụ . 

Như vậy Tị (M) = M' <=> ~MM' = V . 


/~ 

/ 

/ 

ỉ 

/ 

/ 

/ 

ỉ 

/ 

/ 
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V 


/ 
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/ 
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/ 
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/ 

/ 
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M 


M’ 


Hình 1.1 


Nhận xét. Phép tịnh tiến theo vectơ - không chính là phép đồng nhất . 


III. BIỂU THỨC TOẠ Độ CỦA PHÉP TỊNH TIẾN 


Trong mặt phảng Oxy cho điểm M(x; ỳ), V (a ; b). Gọi điểm M’(x’; y') = Tự (M). 


Khi đỏ 


ịx' = x + a 
y = y + b. 


IV. TÍNH CHẤT CỦA PHÉP TỊNH TIẾN 

Phép tịnh tiến 

1) Bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì; 

2) Biến một đường thẳng thành đường thẳng song song hoặc trùng với đường 
thẳng đã cho; 

3) Biến đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng đoạn thẳng đã cho ; 

4) Biến một tam giác thành tam giác bằng tam giác đã cho ; 

5) Biến một đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính. 

B. DẠNG TOÁN Cơ BẢN 

VẤN đấ 1 

Ấác định ảnh của một hình qua một phép tịnh tiến 
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1. Phương pháp giải 

Dùng định nghĩa hoặc biểu thức toạ độ của phép tịnh tiến. 


2. Ví dụ 


Vi dụ í. Cho hình bình hành ABCD. Dựng ảnh của tam giác ABC qua phép tịnh 
tiến theo vectơ AD. 

giải 

Vì BC = AD nên phép tịnh tỉến theó vectơ 

AD biến điểm A thành điểm D, biến điểm 
B thành điểm c (h.1.2). Để tìm ảnh của 
điểm c ta dựng hình bình hành ADEC. 

Khi đó ảnh của điểm c là điểm E. Vậy ảnh 
của tam giác ABC qua phép tịnh tiến theo 

veetơ AD là tam giác DCE. 


A D 



Hình 1.2 


Ví dụ 2. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho V = (- 2 ; 3) và đường thẳng d có 
phương trình 3 jc - 5y + 3 = 0. Viết phương trình của đường thẳng d' là ảnh 
của d qua phép tịnh tiến Tự. 


giải 

Cách 1. Lấy. một điểm thuộc d, chẳng hạn M = (-1 ; 0). Khi đó 
M' = Tự (M) = (-1 - 2 ; 0 + 3) = (-3 ; 3) thuộc d'. Vì d' song song vói d nên phương 

trình của nó có dạng 3x - 5y + c = 0. Do M' G d' nên 3(-3) - 5. 3 + c = 0. 
Từ đó suy ra c - 24. Vậy phương trình của d' là 3 jc - 5y + 24 = 0. 


X - X - 2 


suy ra X = x' + 2, 


Cách 2. Từ biểu thức toạ độ của Tr:< , 

_ ạ V V \y' = y + 3 

y = y'~ 3. Thay vào phương trình của d ta được 3(x' + 2) - 5(y' - 3) + 3 = 0, 


hay 3 jc' - 5 y’ + 24 = 0. Vậy phương trình của d' là : 3 jc - 5y + 24 = 0. 


Cách 3. Ta cũng có thể lấy hai điểm phân biệt M, N trên d, tìm toạ độ các ảnh 
M‘, N' tương ứng của chúng qua Tự. Khi đó d’ là đường thẳng M'N’. 

Víấụ 3. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho đường tròn (C) có phương trình 

X 2 +y 2 - 2x + 4y - 4 = 0. 


Tìm ảnh của (C) qua phép tịnh tiến theo vectơ V = (-2 ; 3). 
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giải 

Cách ỉ. Dễ thấy (C) là đường tròn tâm /(1 ; - 2), bán kính r - 3. Gọi 
ỉ' = Tựự) = (1 - 2 ; - 2 + 3) = (- 1 ; 1) và (CO là ảnh của (C) qua Tự thì (CO 
là đường tròn tâm ỉ' bán kính r - 3. Do đó (CO có phương trình 

u+l) 2 + (y-l) 2 = 9. 


Cách 2. Biểu thức toạ độ của Tr, là 


\x' = x^2 íx = x' + 2 

y = ý- 3. 


y = y + 3 

Thay vào phương trình của (C) ta được 

ự + 2) + (y' - 3) 2 - 2(x' + 2) + 4(y'- 3) - 4 
/ 2 +y' 2 +2jt'-2y'-7 = 0 


= 0 


<=>(jc'+1) 2 +(/--1) 2 =9. 

2 2 

Do đó (CO có phương trình : (x + 1) +(y-l) =9. 





Vân đỀ 2 


Dùng phép tịnh tiến để giải một số bài toán dựng hình 


1. Phương pháp giải 

Để dựng một điểm M ta tìm cách xác định nó như là ảnh của một điểm đã biết 
qua một phép tịnh tiến, hoặc xem điểm M như là giao của một đưòng cố định 
với ảnh của một đường đã biết qua một phép tịnh tiến. 

2. Vídụ 

Víẩụ 1. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho ba điểm A(-ỉ ; -1), B(3 ; 1), C(2 ; 3). 
Tim toạ độ điểm D sao cho tứ giác ABCD là hình bình hành. 

giải 

Xem điểm D(x; y ) là ảnh của điểm c qua phép tịnh tiến theo vectơ BA = (—4 ; -2). 
Từ đó suy rax = 2- 4 = -2;y = 3- 2= l. 

Ví dụ 2. Trong mặt phẳng cho hai đường thẳng d và d] cắt nhau và hai điểm 
A, B không thuộc hai đường thẳng đó sao cho đường thẳng AB không song 
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song hoặc trùng với d (hay dị ). Hãy tìm I 
tứ giác ABMM' là hình bình hành. 

giải 

Xem điểm M' là ảnh của điểm M qua 

phép tịnh tiến theo vectơ BA (h.1.3). 
Khi đó điểm M' vừa thuộc dị vừa thuộc 

d' là ảnh của d qua phép tịnh tiến theo 

vectơ BA . Từ đó suy ra cách dựng : 

- Dựng d' là ảnh của d qua phép tịnh 
tiến theo vectơ BA . 

- Dựng M' - dị Cìd'. 

- Dựng điểm M là ảnh của điểm M qua f 

Dễ thấy tứ giác ABMM chính là hình 
đầu bài. 


iểm M trên d và điểm M trên dị để 



tóp tịnh tiến theo vectơ AB. 
bình hành thoả mãn yêu cầu của 



VẤN đÊ 5 


Dùng phép tịnh tiến để giải một số bài toán tìm tập hợp điểm 


1. Phương pháp giải 


/ 


Chứng minh tập hợp điểm phải tìm là ảnh của một hình đã biết qua một phép 
tịnh tiến. 


2. Ví dụ 

Ví dk Cho hai điểm phân biệt B và c cố định 
trên đường tròn (ớ) tâm o, điểm A di động 
trên đường tròn (ớ). Chứng minh rằng khi A di 
động trên đường tròn (ớ) thì trực tâm của tam 
giác ABC di động trên một đường trò/ 1 . 

giải 

Gọi H là trực tâm của tam giác ABC và M là 
trung điểm của BC. Tia BO cắt đường tròn 
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ngọại tiếp tam giác ABC tại D. Vì BCD = 90°, nên DCIIAH (h. 1.4). Tương tự 
AD II CH. Do đó tứ giác ADCH là hình bình hành. Từ đó suy ra 

AH = DC = 2 OM. Ta thấy rằng OM không đổi, nên có thể xem H là ảnh 

của A qua phép tịnh tiến theo vectơ 2 OM. Do đó khi điểm A di động trên 
đường tròn (ỡ) thì H di động trên đường tròn (Ọ') là ảnh của (O) qua phép 

tịnh tiến theo vectơ 2 OM. 

c. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

1.1. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho V = (2 ; -1), điểm M = (3 ; 2). Tìm toạ độ 
của các điểm A sao cho : 

a) A = Tụ(M ); 

b) M = Tị(A). 

1.2. Trong mặt phẳng Oxy cho V = (-2 ; 1), đường thẳng d có phương trình 
2x - 3y + 3 = 0, đường thẳng dị có phương trình 2x - 3y - 5 = 0. 

a) Viết phương trình của đường thẳng d' là ảnh của d qua Tụ. 

b) Tìm toạ độ của vv có giá vuông góc vói đường thẳng d để dị là ảnh của d 
qua T ữ . 

1.3. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình 3x - y - 9 = 0. 
Tìm phép tịnh tiến theo vectơ có phương song song vói trục Ox biến d thành 
đường thẳng d' đi qua gốc toạ độ và viết phương trình đường thẳng d'. 

1.4. Trong mặt phẳng Oxy cho đường ưòn (C) có phương trình 

X 2 + y 2 - 2x + 4y - 4 = 0. Tìm ảnh của (C) qua phép tịnh tiến theo vectơ 
V = (-2 ; 5). 

1.5. Cho đoạn thẳng AB và đường tròn (C) tâm O, bán kính r nằm về một phía 
của đường thẳng AB. Lấy điểm M trên (C), rồi dựng hình bình hành ABMM'. 
Tìm tập hợp các điểm M' khi M di động trên (C). 
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§3. PHÉP ĐỐI XỨNG TRỤC 
A. CÁC KIÊN THỨC CẦN NHỚ 


I. ĐỊNH NGHĨA 


Cho đường thẳng d. Phép biến hình biến mỗi điểm M thuộc d thành chính nó, 
biến mỗi điểm M không thuộc d thành điểm M' sao cho d là đường trung trực 
của đoạn thẳng MM' được gọi là phép dối xứng qua đường thẳng d hay phép 
đối xứng trục d (h. 1.5). 


Phép dối xứng qua trục d thường dược 
kí hiệu là Đ ( ị. Như vậy M' — ĐẠM) 

<=> M ữ M' = -M 0 M , với M ữ là hình 
chiếu vuông góc của M trên d. 

Đường thẳng d dược gọi là trục đối 
xứng của hình 3Ổ nếu Đ d biến 3Ổ 

thành chính nó. Khi dó được gọi là 
hình có trục đối xứng. 



Hình 1.5 


II. BIỂU THỨC TOẠ ĐỘ 

Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, với mỗi điểm M = ( x; y), gọi M' = ĐẬM) = ự ; ỵ'). 


( 

; X = 

Nêu chọn d là trục Ox, thì <1 t 

I ^ 1 — 


Nếu chọn d là trục Oy, thì 


X 

y =-y- 

-X 


í*: = 


y =y- 


III. TÍNH CHẤT 


Phép đối xứng trục 

1) Bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì; 

2) Biến một đường thẳng thành đường thẳng ; 

3) Biến một đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng đoạn thẳng đã cho ; 

4) Biến một tam giác thành tam giác bằng tam giác dã cho ; 

5) Biên một đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính. 



B. DẠNG TOÁN cơ BẢN 

ss VẤN đẩ 1 

Ẵác định ảnh của một hình qua một phép đối xứng trục 

I. Phương pháp giải 

Để xác định ảnh của hình & qua phép đối xứng qua đường thẳng d ta có 
thể dùng các phương pháp sau : 

- Dùng định nghĩa của phép đối xứng trục ; 

- Dùng biểu thức vectơ của phép đối xứng trục ; 

- Dùng biểu thức toạ độ của phép đối xứng qua các 

2 . Ví dụ 

Ví dụ 1. Cho tứ giác ABCD. Hai đường thẳng 
AC và BD cắt nhau tại E. Xác định ảnh của 
tam giác ABE qua phép đối xứng qua đường 
thẳng CD. 

giải 

Chỉ cần xác định ảnh của các đỉnh của tam 

giác A, B, E qua phép đối xứng đó. Ảnh phải 
tìm là tam giác A'B'E'. 

Ví dụ 2. Trong mặt phẳng Oxy, cho điểm M( 1; 5), đường thẳng d có phương 
trình X - 2y + 4 = 0 và đường tròn ( c ) có phương trình : 

X 2 + ý 2 - 2x + 4y - 4 = 0. 

a) Tim ảnh của M, d và (C) qua phép đối xứng qua trục Ox. 

b) Tìm ảnh của M qua phép đối xứng qua đường thẳng d. 

gmi 

a) Gọi M', d.' và (CO theo thứ tự là ảnh của M, d và (C) qua phép đối xứng trục Ox. 
Khi đóM'= (1 ; -5). 

Để tìm d' ta sử dụng biểu thức toạ độ của phép đối xứng trục Ox : Gọi điểm 
N'(x ấ ; y') là ảnh của điểm N(X ; y) qua phép đối xứng trục Ox. 
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Khi đó 


r / __ ' r_' 

uc =JC X = JC 

1 / ’<=> 1 . _ / 

ỈJ = -y [y = -y 

Ta có Ne d <^> x-2y + 4 = 0<e> x'-2(-y')+_4 = 0 <=> x' + 2y' + 4 = 0 

•- -> N’ thuộc đường thẳng d’ có phương trình JC + 2y + 4 = 0. 

Vậy ảnh của d là đường thẳng d' có phương trình X + 2y + 4 = 0. 

Để tìm ( c trước hết ta để ý rằng (C) là đường tròn tâm J = (1 ; -2), bán kính 
R = 3. Gọi J' là ảnh của J qua phép đối xứng trục Ox. Khi đó J’ = (1 ; 2). Do đó 
(C”) là đường tròn tâm J’ bán kính bằng 3. Từ đó suy ra (C”) có phương trình 

(jt-l) 2 + (y-2) 2 = 9. . 

b) Đường thẳng dỵ qua M vuông góc vói d có phương trình 

^ = ^-«2;c + y-7 = 0 (h.1.7). 

1-2 

Giao của d và dị là điểm Mq có toạ độ thoả mãn hệ phương trìhh 

jt-2ỵ+4 = 0 ịx = 2 

< _ <=> < 

2x + y-7 = 0 y = 3. 

Vậy Mq = (2 ; 3). Từ đó suy ra ảnh của M qua phép đối xứng qua đường 
thẳng d là M" sao cho Mq là trung điểm của MM", do đó M" = (3 ; 1). 
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5 E VẤN đế 2 

Tỉm trục đối xứng của một đa giác 

1. Phương pháp giải 

Sử dụng tính chất: Nếu một đa giác có trục đối xứng d thì qua phép đối xứng 
trục d mỗi đỉnh của nó phải biến thành một đỉnh của đa giác, mỗi cạnh của nó 
phải biến thành một cạnh của đa giác bằng cạnh ấy. 

2. Ví dụ 

Ví dụ. Tìm các trục đối xứng của một hình chữ nhật. 

giải 

Cho hình chữ nhật ABCD, AB > BC. Gọi F là phép đối xứng qua trục d biến 
ABCD thành chính nó. Khi đó cạnh AB chỉ có thể biến thành chính nó hoặc 
biến thành cạnh CD. 

Nếu AB biến thành chính nó thì chỉ có thể xảy ra F{A) = B (vì nếu F{A) - A thì 
F(B) = B suy ra d trùng với đường thẳng AB, điểu này vô lí). Khi đó d là đường 
trung trực của AB. 

Nếu AB biến thành CD, thì không thể xảy ra F(A) = c, F(B) - D. Vì nếu thế 
thì AC II BD (cùng vuông góc với d) điều đó vô lí. Vậy chỉ có thể F{A) - D, 
F(B) = c. Khi đó d là đường trung trực của AD. 

Vậy hình chữ nhật ABCD có hai trục đối xứng là các đường trung trực của AB 
và AD. 

m 

VẤN đề 

' Đùng phép đối xứng trục để giải một số bài toán dựng hình 

1. Phương pháp giải 

Để dựng một điểm M ta tìm cách xác định nó như là ảnh của một điểm đã biết 
qua một phép đối xứng trục, hoặc xem điểm M như là giao của một đường cố 
định với ảnh của một đường đã biết qua một phép đối xứng trục. 

2. Ví dụ 

Ví dụ Cho hai đường tròn (C), ( C') có bán kính khác nhau và đường thẳng d. 
Hãy dựng hình vuông ABCD có hai đỉnh A, c lần lượt nằm trên (C), (O còn 
hai đỉnh kia nằm trên d. 
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Phán tích 


giải 


Giả sử hình vuông đã dựng được. Ta 
thấy hai đỉnh B và D của hình vuông 
ABCD luôn thuộc d nên hình vuông 
• hoàn toàn xác định khi biết đỉnh c. 
Xem c là ảnh của A qua phép đối xứng 
qua trục d. Vì A thuộc đường tròn (C) 
nên c thuộc đường tròn (C|) là ảnh của 

(C) qua phép đối xứng qua trục d. Mặt 
khác c luôn thuộc đường tròn ( C '). Vậy 
c phải là giao của đường tròn (C|) với 
đường tròn (C'). 

Từ đó suy ra cách dựng. 

Cách dựng 



(C) 


a) Dựng đường tròn (C|) là ảnh của (C) qua phép đối xứng qua trục d. 

b) Từ c thuộc (Cj) n(C') dựng điểm A đối xứng với c qua d. Gọi I là giao 
của AC với d. 


c) Lấy trên d hai điểm B và D sao cho / là trung điểm của BD và IB = ID = IA. 
Khi đó hình vuông ABCD là hình cần dựng. 

Chứng minh 

Dễ thấy ABCD là hình vuông có B và D thuộc d, c thuộc ( C' ). Ta chỉ cần 
chứng minh A thuộc (C). Thật vậy Vì A đối xứng với c qua d, mà c thuộc ( C' ) 
nên A phải thuộc (C) là ảnh của (O qua phép đối xứng qua trục d. 


Biện luận 

Bài toán có một, hai, hay vô nghiệm tuỳ theo số giao điểm của (C|) với (O- 

ís Sg VẤN đấ 4 

Dùng phép đối xứng trục để giải một số bồi toán tìm tập hợp điểm 


1. Phương pháp giải 

Chứng minh tập hợp điểm phải tìm là ảnh của một hình đã biết qua một phép 
đối xứng trục. 
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2. Ví du 


Ví dịu Cho hai điểm phân biệt B và c cố định trên đường tròn (ớ) tâm o, điểm 
A di động trên đường tròn (ớ). Chứng minh rằng khi A di động trên đường 
tròn (ớ) thì trực tâm của tam giác ABC di động trên một đường tròn. 


giải 

Gọi ỉ, H' theo thứ tự là giao của tia AH với 
BC và đường tròn ( o ). Ta có 

Si 

BAH = HCB (tương ứng vuông góc) 

BAH = BCH' (cùng chắn một cung). 

Vậy tam giác CHH' cân tại c, suy ra H và 
H' đối xứng với nhau qua đường thẳng BC. 

Khi A chạy trên đường tròn (ớ) thì H' cũng 
chạy trên đường tròn (ớ). Do đó H phải 
chạy trên đường tròn (O r ) là ảnh của (O) 
qua phép đối xứng qua đường thẳng BC. 



Hình 1.9 

c. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

■ 


1.6. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho điểm M(3 ; -5), đường thẳng d có phương trình 
3x + 2y - 6 = 0 và đường ưòn (C) có phương trình : X 2 +y 2 - 2x + 4y - 4 = 0. 
Tìm ảnh của M, d và (C) qua phép đối xứng qua trục Ox. 

1.7. Trong mặt phẳng Oxy cho đưòng thẳng d có phương trình X - 5ỵ + 7 = 0 và 

đường thẳng d' có phương trình 5x - y - 13 = 0. Tim phép đối xứng trục biến 
d thành d'. 

1 . 8 . Tìm các trục đối xứng của hình vuông. 

1.9. Cho hai đường thẳng c, d cắt nhau và hai điểm A, B không thuộc hai đường 
thẳng đó. Hãy dựng điểm c trên c, điểm D trên d sao cho tứ giác ABCD la 
hình thang cân nhận AB là một cạnh đáy (không cần biện luận). 

1.10. Cho đường thẳng d và hai điểm A, B không thuộc d nhưng nằm cùng phía 
đối với d. Tim trên d điểm M sao cho tổng các khoảng cách từ đó đến A 
và B là bé nhất. 
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§4. PHÉP ĐỐI XÚNG TÂM 

A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


I. ĐỊNH NGHĨA 

Oho điểm /. Phép biến hình biến điểm / thành chính nó, biến mỗi điểm M 
khác / thành M' sao cho / là trung điểm của đoạn thẳng MM' được gọi là phép 
đối xứng tâm ỉ. 

Phép đối xứng tâm / thường được kí hiệu là Đ/. 

Từ định nghĩa ta suy ra : 

\)M’= Đị(M) « ĨM' = -ĨM . 

Từ đó suy ra : 

• Nếu M = I thì M' = I. 

• Nếu M ^ Ị thì M’ = Đị (M) <=> / là trung điểm của MM'. 

\_ 

2) Điểm / được gọi là tăm đối xứng của hình nếu phép đối xứng tâm / biến 
hình thành chính nó. Khi đó 3Ổ được gọi là hình có tâm đối xứng. 



II. BIỂU THỨC TOẠ Độ 

Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho Ị = ( xq ; y 0 X gọi M = (x ; v) và M’ = {x ; v') 
là ảnh của M qua phép đối xứng tâm I. Khi đó 

X = 2x0 - X 

y = 2y 0 -y. 

III. CÁC TÍNH CHẤT 

Phép đối xứng tâm 

1) Bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì; 

2) Biến một đường thẳng thành đường thẳng song song hoặc trùng với đường 
thẳng đã cho; 

3) Biến một đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng đoạn thẳng đã cho ; 

4) Biến một tam giác thành tam giác bằng tam giác đã cho ; 

5) Biến một đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính. 


2.BT.HINHHOC11 (C)-A 
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B. DẠNG TOÁN cơ BẢN 



Vân đÊ 1 


Ẵác dịnh ẵnh của một hình qua một phép đối xứng tâm 


1. Phương pháp giải 

Dùng định nghĩa, biểu thức toạ độ hoặc tính chầt của phép đối xứng tâm. 


2. Ví dụ 

Ví dụ. Trong mặt phảng toạ độ Oxy cho điểm /(2 ; -3) và đường thẳng d có 
phương trình 3a' + 2y - 1 = 0. Tìm toạ độ của điểm ỉ' và phương trình của đường 
thẳng d' lần lượt là anh của / và đường thẳng d qua phép đối xứng tâm o. 

/'=(-2; 3). 

Để tìm d' ta có thể làm theo các cách sau : 

Cách l. Từ biểu thức toạ độ của phép đối xứng qua gốc toạ độ ta có 

Ị:::: • 

[y = -y- 

Thay biểu thức của X và y vào phương trình của d ta được 

3(-jO + 2(-y') - 1=0, hay 3x' + 2y' + 1 = 0. Do đó phương trình của d' là 

3. Ỳ + 2y + 1 = 0. 


Cách 2. Vì d' song song hoặc trùng với d nên phương trình của d' có dạng 

3x + 2y + c = 0. Lấy điểm M {0 ; ) thuộc í/, thì ảnh của nó là M' = (0 ; 

2 2 


Vì M’ thuộc d’ nên -2 4+ c = 0. Từ đó suy ra c = 1. 

2 


Cách 3. Ta cũng có thể lấy hai điểm M , N thuộc d. Tìm ảnh M’, N’ tương ứng 
của chúng. Khi đó d’ chính là đường thẳng M'N’. 



VẤN đỀ 2 


Tìm Lâm dối xứng của một hình 
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2.BT.HINHH0C11(C)-B 



1. Phương pháp giải 

Nếu hình đã cho là một đa giác thì sử dụng tính chất: Một đa giác có tâm đối 
xứng / thì qua phép đối xứng tâm / mỗi đỉnh của nó phải biến thành một đính 
của đa giác, mỗi cạnh cua nó phải biến thành một cạnh của đa giác song song 
và bằng cạnh ấy. 

Nếu hình đã cho không phải là một đa giác thì sử dụng định nghĩa. 


2. Ví dụ 

Ví dụ 1. Chứng minh rằng trong phép đối xứng tâm / nếu điểm M biến thành 
chính nó thì M phải trùng với /. 

Ọiải 

Ta có ĨM = -1 M => 2ĨM = Õ=>/Ã7 = Õ=>A/ = /. 


Ví dụ 2. Chứng minh ràng nếu một tứ giác có tấm đối xứng thì nó phải là hình 
bình hành. 

Ọiải 


Giả sử tứ giác ABCD có tâm đối xứng là /. 
Qua phép đối xứng tâm /, tứ giác ABCD 
biến thành chính nó nên đỉnh A chỉ có thể 
biến thành A, B, c hay D. 

- Nếu đính A biến thành chính nó thì theo 
ví dụ trên A trùng /. Khi đó tứ giác có hai 

đỉnh đối xứng qua đính A. Điều đó vô lí. 


A z>. 



Hình 1.11 


- Nếu A biến thành B hoặc D thì tâm đối xứng thuộc các cạnh AB hoặc AD 
của tứ giác nên cũng suy ra điều vô lí. 

Vậy A chí có thê biến thành đỉnh c. 

Lí luận tương tự đỉnh B chi có thể biến thành đinh D. Khi đó tâm đối xứng / 
là trung điểm của hai đường chéo AC và BD nên tứ giác ABCD phải là hình 
bình hành. 



Vân đế 5 


Dùng phép dối xứng Lâm dể giai một số bài toán hình học 


. 1. Phương pháp giải 
Sử dụng tính chất của phép đối xứng tâm. 
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i 

Để dựng một điểm M ta tìm cách xác định nó như là ảnh của một điểm đã biết 
qua một phép đối xứng tâm, hoặc xem điểm M như là giao của một đường cố' - 
định với ảnh của một đường đã biết qua một phép đối xứng tâm. 

2. Ví dụ 

'Víếụ. Cho góc nhọn xOy và một điểm A thuộc miền trong của góc đó. 

a) Hãy tìm một đường thẳng đi qua A và cắt Ox, Oy theo thứ tự tại hai điểm M, 

N sao cho A là trung điểm của MN. 

b) Chứng minh rằng nếu một đường thẳng bất kì qua A cắt Ox và Oy lần lượt 
tại c và D thì ta luôn có diện tích tam giác OCD lớn hơn hoặc bằng diện tích 
tam giác OMN. 

Ọiẩi 

a) Giả sử M, N đã dựng được 
(h.1.12). Gọi O' là ảnh của o qua 
phép đối xứng qua tâm A. Khi đó 
tứ giác OMO'N là hình bình hành. 

Từ đó suy ra cách dựng : 

- Dựng O' là ảnh của o qua phép 
đối xứng qua tâm A. 

Dựng hình bình "hành OItíO'N ° 
sao cho M, N lần lượt thuộc Ox, 

Oy. Dễ thấy đường thẳng MN đi Hinh 

qua A và AM = AN. Do đó đường 
thẳng MN là đường thẳng cần tìm. 

b) Giả sử đường thảng d bất kì đi qua A cắt 0'M, Ox, Oy lần lượt tại B, c, D 
(C thuộc tia Mx). Po phép đối xứng qua tâm A biến đường thẳng 0’M thành 
đường thẳng Oy, nên nó biến B thành D. Từ đó suy ra A ABM = ầADN. 

Do đó diện tích A OMN = diện tích tứ giác OMBD < diện tích A OCD. 

c. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

1.11. Cho tứ giác ABCE. Dựng ảnh của tam giác ABC qua phép đối xứng tâm E. 

1.12. Trong mặt phảng Oxy, cho hai diểm /(1 ; 2), M{- 2 ; 3), đường thẳng d có 
phương trình 3x - y + 9 = 0 và đường tròn (C) có phương trình : 

x~ + y^ +2x— 6y + 6 = 0. 
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Hãy xác định toạ đô của điểm M', phương trình của đường thẳng d' và đường 
tròn (O theo thứ tự là ảnh của M, d và (C) qua 

a) Phép đối xứng qua gốc toạ độ ; 

b) Phép đối xứng qua tâm /. 

1.13. Trong mặt phẳng Oxy, cho đường thẳng d có phương trình : X - 2y + 2 = 0 và 

d' có phương trình : JC - 2y - 8 = 0. Tìm phép đối xứng tâm biến d thành d’ 
và biến trục o.x thành chính nó. 

1.14. Cho ba điểm không thẳng hàng /, J, K. Hãy dựng tam giác ABC nhận /, J, K 
lần lượt là trung điểm của các cạnh BC, AB, AC, 


§5. PHÉP QUAY 

A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


I. ĐỊNH NGHĨA 

Cho điểm o và góc lượng giác a. Phép biến 
hình biến o thành chính nó, biến mỗi điểm M 
khác o thành điểm M’ sao cho OM' = OM và 
góc lượng giác (OM ; OM') bằng ớrđược gọi là 
phép quay .tâm o góc a (h. 1.13). 

Điểm o được gọi là tâm quay , ŨC được gọi là 
góc quay. 

Phép quay tâm o góc a thường được kí hiệu là 
Q(O.a)- 

Nhận xét 

- Phép quay tâm o góc quay a = (2k + \ )n với k nguyên, chính là phép đối 
xứng tâm o. 

- Phép quay tâm o góc quay cc = 2 kĩĩ với k nguyên, chính là phép đồng nhất. 


M' 
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II. TÍNH CHẤT 


Phép quay 

1) Bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì; 

2) Biến một đường thẳng thành đường thẳng ; 

3) Biến một đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng đoạn thẳng đã cho ; 

4) Biến một tam giác thành tam giác bằng tam giác đã cho ; 

5) Biện một đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính. 


Ki 3 Chú ý. Giả sử phép quay tâm / góc a biến 
đường thẳng d thành đường thẳng d' (h. 1.14). 

Khi đó 

71 , . 

- Nếu 0 <a< -j- thì góc giữa d và d' băng a ; 

71 

- Nếu -~<a<7ĩ thì góc giữa d và d' bằng 71- a. 




VÂN <Jê 1 


B. DẠNG TOÁN cơ BẢN 


Ầác dinh ảnh của mộl hình qua-một phép quay 


1. Phương pháp giải 

Dùng định nghĩa của phép quay. 


2. Ví dụ 

'Ví dụ 1. Cho hình vuông ABCD tâm o 
(h.1.15). M là trung điểm cua AB, N là trung 
điếm cửa OA. Tim ảnh của tam giác AMN 

qua phép quay tàm o góc 90°. 

giải 

Phép quay tâm o góc 90° biến A thành D , 
biến M thành M' là trung điểm của AD, biến 
N thành N' là trung điếm của OD. Do đó nó 
biến tam giác AMN thành tam giác DM'N\ 



D c 




Hình 1.15 




Ví dụ 2. Trong mặt phảng toạ độ Oxy 
cho điểm A( 3 ; 4). Hãy tìm toạ độ 
điểm A' là ảnh của A qua phép quay 

tâm o góc 90°. 

giải 

Gọi các điểm B{ 3 ; 0), C(0 ; 4) lần lươt 
là hình chiêu vuông góc của A lên cảc 
trục Ox, Oy (h.l .16). Phép quay tâm Ỏ 

góc 90° biến hình chữ nhật OBAC 
thành hình chữ nhật OB'A'C'. Dễ thấy 
B’ = (0 ; 3), C' = (- 4 ; 0). Từ đó suy Hinh 116 

ra /4' = (- 4 ; 3). 

VẤN đấ 2 

ổử dụng phép quay dê giẳi một sộ bải toán hình học 

1. Phương pháp gidì 

Chọn tâm quay và góc quay thích hợp rồi sử dụng tính chất của phép quay. 
Lưu ý đến chú ý nói ở mục A.II. 



2. Ví dụ 

Ví dụ. Cho ba điểm thẳng hàng A, B, c, điểm B nầm giữa hai điểm A và c. Dựng 
về một phía của đường thẳng AC các tam giác đều ABE và BCF. 


a) Chứng minh rằng AF = EC và góc giữa hai đường thẳng AF và EC bằng 60°. 

b) Gọi M và N lần lượt là trung điểm của AF và EC, chứng minh tam giác BMN đểu. 


giải 

a) Gọi 6 Q 0) là phép quay tâm B 

góc quay 60°. ỘQ 0 biến các điểm 

E, c lần lượt thành các điểm A, F nên 
nó biến đoạn thẳng EC thành đoạn 
thẳng AF. Do đó AF = EC và góc giữa 

hai đường thẳng AF và EC bằng 60° 
(h.1.17). 
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b) Q B 6Q0) cũng biến trung điểm N của EC thành trung điểm M của AF nên 
BN = BM và ( BN , BM ) = 60°, do đó tam giác BMN đểu. 


Vân đấ 

Dùng phép quay đê giải một <số bài toán dựng hình 

I. Phương pháp giải 

Để dựng một điểm M ta tìm cách xác định nó như là ảnh của một điểm đã biết 
qua một phép quay, hoặc xem M như là giao của một đường cố định với ảnh 
của một đường đã biết qua một phép quay. 


2. Ví dụ 

'Ví dụ, Cho hai đường thẳng a, b và điểm c không 
nằm trên chúng. Hãy tìm trên a và b lần lượt hai 
điểm AvằB sao cho tam giác ABC là tam giác đều. 

Ọidi 

Nếu xem B là ảnh của A qua phép quay tâm c 

góc quay 60° thì B sẽ là giao của đường thẳng b 
với đường thẳng a' là ảnh của a qua phép quay nói 
trên (h.1.18). 

Số nghiệm của bài toán tuỳ thuộc vào sô giao 
diểm của đưòng thẳng b với đường thẳng ứ'. 



C.CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

1.15. Cho lục giác đều ABCDEF, o là tâm đối xứng của nó, / là trung diểm của AB. 

a) Tìm ảnh của tam giác A1F qua phép quay tâm o góc 120°. 

b) Tìm ảnh của tam giác AOF qua phép quay tâm E góc 60°. 

1.16. Trong mặt phẳng Oxy cho các điểm A(3 ; 3), B{ 0 ; 5), C(1 ; 1) và đường 
thẳng d có phương trình 5x - 3ỵ + 15 = 0. Hãy xác định toạ độ các đỉnh của 
tam giác A’B'C' và phương trình của đường thẳng d’ theo thứ tự là ảnh của 

tam giác ABC và đường thẳng d qua phép quay tâm ỡ, góc quay 90°.. 
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1.17. Cho nửa đường tròn tâm o đường kính BC. Điểm A chạy trên nửa đường 
tròn đó. Dựng về phía ngoài của tam giác ABC hình vuông ABEF. Chứng 
minh rằng E chạy trên một nửa đường tròn cố định. 

1.18. Cho tam giác ABC. Dựng về phía ngoài của tam giác các hình vuông BCIJ, 
ACMN, ABEF và gọi o, p, Q lần lượt là tâm đối xứng của chúng. 

a) Gọi D là trung điểm của AB. Chứng minh rằng DOP là tam giác vuông 
cân đỉnh D. 

b) Chúng minh AO vuông góc với PQ và AO — PQ. 


§6. KHÁI NIỆM VỂ PHÉP DỜI HÌNH 
VÀ HAI HÌNH BẰNG NHAU 

A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


I. ĐỊNH NGHĨA 

Phép dời hình là phép biến hình bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì. 

Nhận xét 

• Các phép tịnh tiến, đối xứng trục, đối xứng tâm và quay đều là nhũng phép 
dời hình. 

• Nếu thực hiện liên tiếp hai phép dời hình thì được một phép dời hình. 

II. TÍNH CHẤT 

Phép dời hình 

a) Biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng và bảo toàn thứ tự giữa 
các điểm ấy; 

b) Biến một đường thẳng thành đường thẳng, biến tia thành tia, biến đoạn 
thẳng thành đoạn thẳng bằng nó ; 

c) Biến một tam giác thành tam giác bằng tam giác đã cho, biến một góc thành 
góc bằng góc đã cho ; 

d) Biến một đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính. 
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III. HAI HÌNH BẰNG NHAU 

Định nghĩa : Hai hình được gọi là bằng nhau nếu có một phép dời hình biến 
hình này thành hình kia. 



VẤN đề 1 


m 

B. DẠNG TOÁN cơ BẢN 


Ẳác định ảnh của một hỉnh qua một phép dòi hỉnh 


1. Phương pháp giải 

Dùng định nghĩa và tính chất của phép dời hình. 

2. Ví dụ 

Ví dụ. Trong mặt phẳrig Oxy cho đường thẳng d có phương trình 7)X - y - 3 = 0. 
Viết phương trình cùa đường thẳng d' là ảnh của đường thẳng d qua phép dời 
hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép đối xứng tâm /(1 ; 2) và phép tịnh 

tiến theo vectơ V =(-2; 1). 

Qiải 

Gọi phép dời hình cần tìm là F. Gọi d Ị là ảnh của d qua phép đối xứng tâm /(1 ; 2), 
d' là ảnh của dị qua phép tịnh tiến theo vectơ V = (-2 ; 1). Khi đó d' = F(d). Vì 
dị song song hoặc trùng với d, d’ song song hoặc trùng với dị nên d' song song 
hoặc trùng với d. Từ đó phương trình của d' có dạng : 3x - y + c = 0. 
Bây giờ ta lấy điểm M{ 1 ; 0) thuộc d. Phép đối xứng tâm /(1 ; 2) biến 
M thành Mị (1 ; 4 ). Phép tịnh tiến theo vectơ V = (-2 ; 1 ) biến Mị thành 

M’ = ( 1 - 2 ; 4 + 1) = (-1 ; 5). Khi đó M’ = F(M). Do đó M’ thuộc d'. Thay toạ 
dộ của M’ vào phương trình cua d' ta được 3. (-1) - 1. 5 + c = 0. Từ đó suy ra 
c - 8. Vậy phương trình của d’ là 3x - y + 8 = 0. 

n2 Vâm đê 2 

Các bài toán về mối liên quan giữa một số phép dời hỉnh quen biết 

7. Phương pháp giải 

Sử dụng định nghĩa cùa các phép dời hình có liên quan. 
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2. Ví du 


Ví dụ. Chứng minh ràng phép tịnh tiến theo vectơ V * 0 là kết quả cùa việc 
thực hiện liên tiếp hai phép đôi xứng qua hai trục song song với nhau. 

Ọiải 


Lấy đường thảng d nhận V làm 
vẹctơ pháp tuyến. Gọi d' là ảnh của d 

qua phép tịnh tiến theo vectơ —V • 

Lấy điểm M tuỳ ý. Gọi Mị = ĐẠM), 
M' = Đ c ự{M\ ). Khi đó ta có 

MÃ? = MM] + ừ = ĨĨM\ + 2Ã?? 

= 2ĨP = V. 


M 


I 



ỉ' 


M' 


d 


d' 


Hình 1.19 


Vậy r r (M) = M'. 



VẤN đÊ 5 


Chứng minh hai hình bằng nhau 


1. Phương pháp giải 

Chứng minh hai hình đó là ảnh của 
nhau qua một phép dời hình. 

2. Ví dụ 

Ví dụ. Cho hình chữ nhật ABCD. Gọi 
o là tâm đối xứng của nó ; E. F. G, 
H, I, J theo thứ tự là trung điểm của 
các cạnh AB. BC. CD. DA. AH. OG. 
Chứng minh rằng hai hình thang 
AÌOỀ và GJFC bằng nhau. 



Ọiải 

Ta có phép tịnh tiến theo AO biến A. /. o. E lần lượt thành o. J, c, F. Phép đối 
xứng qua đường trung trực của OG biến o, J, c. F lần lượt thành G, J, F, c. 
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Từ đó suy ra phép dời hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp hai phép 
biến hình trên sẽ biến hình thang AIOE thành hình thang GJFC. Do đó hai 
hình thang ấy bằng nhau. 

s, 

c. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

■ 

1.19. Trong mặt phẳng Oxy, cho v(2;0) và điểm M(ỉ ; 1). 

a) Tìm toạ độ của điểm M' là ảnh của điểm M qua phép dời hình có được 
bằng cách thực hiện liên tiếp phép đối xứng qua trục Oy và phép tịnh tiến 
theo vectơ V . 

b) Tìm toạ độ của điểm M” là ảnh của điểm M qua phép dời hình có được 
bằng cách thực hiện liên tiếp phép tịnh tiến theo vectơ V và phép 'đối 
xứng qua trục Oy. 

1.20. Trong mặt phẳng Oxy, cho vectơ V = (3 ; 1) và đường thẳng d có phương 
trình 2x - y = 0. Tìm ảnh của d qua phép dời hình có được bằng cách thực 

hiện liên tiếp phép quay tâm o góc 90 và phép tịnh tiến theo vectơ V . 

1.21. Chứng minh rằng mỗi phép quay đều có thê xem là kết quả của việc thực 
hiện liên tiếp hai phép đối xứng trục. 

1.22. Cho hình vuông ABCD có tâm /. Trên tia BC lấy điểm E sao cho BE = AI. 

a) Xác định một phép dời hình biến A thành B và / thành E. 

b) Dựng ảnh của hình vuồng ABCD qua phép dời hình ấy. 


§7. PHÉP VỊ Tự 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

I. ĐỊNH NGHĨA 

Cho điểm / và một số k * 0. Phép biến hình biến mỗi điểm M thành điểm M’ 
sao cho IM' = k.IM được gọi là phép vị tự tâm /, tỉ số k. 


II. TÍNH CHẤT 

1) Giả sử M\ N’ theo thứ tự là ảnh của M, N qua phép vị tự tỉ số k. Khi đó 
a) HTN' = kMN ; b) M’N’ = \k\.MN ; 
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2) Phép vị tự tỉ sô k 

a) Biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng và bảo toàn thứ tự 
giữa các điểm ấy ; 

b) Biến một đường thẳng thành đường thẳng song song hoặc trùng với đường 
thẳng đã cho, biến tia thành tia, biến đoạn thẳng thành đoạn thẳng ; 

c) Biến một tam giác thành tam giác đồng dạng với tam giác đã cho, biến 
góc thành góc bằng nó ; 

d) Biến một đường tròn có bán kính R thành đường tròn có bán kính \k\R. 


III. TÂM VỊ Tự CỦA HAI ĐƯỜNG TRÒN 


Định lí : Với hai đường tròn bất kì luôn có một phép vi tự biến đường tròn này 
thành đường tròn kia. 

Tâm của phép vị tự nói trên được gọi là tâm vị tự của hai đường tròn 
Cho hai đường tròn (/ ; R) và (/'; R'). Có ba trường hợp xảy ra : 


R' R' 

• Nếu / trùng với /' thì phép vị tự tâm I tỉ số -- và phép vị tự tâm / tỉ số 


R 


R 


biến đường tròn (/ ; R) thành đường tròn (/ ; /?') (h.1.21). 


R' 

• Nếu ỉ khác I' và R * R' thì phép vị tự tâm o ủ số k = — và phép vị tự tâm o 
R' 

ú số kị = —— sẽ biến đường tròn (/ ; R) thành đường tròn (/'; R' ). Ta gọi o là 
R 

tâm vị tự ngoài còn o Ị là tâm vi tự trong của hai đường tròn nói trên (h. 1.22). 


M’ 



M’ 



• Nếu ỉ khác ỉ' và R = R' thì chỉ có phép vị tự tâm ỡ| tỉ sô Ấ: = = -1 biến 

đường tròn (/ ; R) thành đường tròn (/' ; R 0 (h.1.23). Đó chính là phép đối 
xứng tâm ỡị. 
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Hình 1.23 



VẤN đỀ 1 


B. DẠNG TOÁN cơ BẢN 


Ẵác định ânh của một hỉnh qua một phép vị tự 


/. Phương pháp giải 

Dùng định nghĩa và tính chất của phép vị tự. 


2. Ví dụ 

Víấụ. Trong mặt phảng Oxy cho đường thẳng ả có phương trình 3x + 2_y - 6 = 0. 
Hãy viết phương trình của đường thẳng d' là ảnh của d qua phép vị tự tâm o 
tỉ so k = -2. 

giải 

Do d' song song hoặc trùng với d nên phương trình của nó có dạng : 3x + 2y + 
+ c = 0. Lấy M(0 ; 3) thuộc d. Gọi M\x' ; yO là ảnh của M qua phép vị tự' 

tâm o, tỉ số k = -2. Để ý rằng ƠM = (0;3), OM' = (x'; y')--20M, ta có 

JC' = 0, y' = -2.3 = - 6. Do M’ thuộc d’ nên 2.(-6) + c = 0. Do đó c = 12. 

Từ đó suy ra phương trình của d' là 3.V + 2y +12 = 0. 

Bài này cũng- có thể giải bằng cách sáu : 

Lấy hai điểm M, N phân biệt thuộc d, tìm ảnh M', N' của chúng qua phép vị tự 
tâm ơ, tỉ số k = -2. Khi đó d' chính là đường thẳng M'N'. 

Gọi M\x '; yO là ảnh của M qua phép vị tự trên. Khi đó 

1 , 1 , 

x’ - -2x, y’ - -2y <=> x = -ỳ-x, y--ỹ-y ■ 
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Ta có : Me d <í=> 3-í + 2y — 6 = 0 <í=> -ịx'-ịy'-6 = 0 <í=> 3x' + 2y' + 12 = 0 

' 2 2 


<=> M' thuộc đường thẳng d’ có phương trình 3.V + 2y +12 = 0. 
Vậy ảnh của d qua phép vị tự trên chính là d'. 


£ 


VẤN đÊ 2 


Tìm tâm vị tự của hai dường tròn 


1. Phương pháp giải 

Sử dụng cách tìm tâm vị tự đã nêu ở mục III. 

2. Ví dụ 

'Vídụ 1. Cho hai đường tròn (ỡ ; R ) và (ỡ'; 3 R) 
như hình 1.24. Tìm các phép vị tự biến đường 
tròn (ỡ ; R) thành đường tròn ( o '; 3 R). 

giải 

Sử dụng cách tìm tâm vị tự đã nêu ở mục III 
ta được hai phép vị tự Vự 3) và Vợ' _3) biến 

dường tròn (ỡ ; R) thành dường tròn (ỡ'; 3 R). 


M’ 



Ví dụ 2. Trong mặt phẳng Oxy cho hai điểm /4(2 ; 1) và B {8 ; 4). Tìm toạ độ 
tâm vị tự của hai đường tròn {A ; 2) và (B ; 4). 


giai 

Đây là hai đường tròn không đổng tâm và khác bán kính, nên có hai phép vị tự 
tỉ sô' ±2 biến đường tròn (A ; 2) thành đường tròn (B ; 4). Gọi Ị(x ; y) là tâm vị 

tự. Khi đó ta có IB = ±2 IA <í=> -T v 

A-y- ±2(1 -y). 


Giải các hệ phương trình trên sẽ tìm được tâm vị tự ngoài là /(-4 ; -2) và tâm 
vị tự trong là /'(4 ; 2). 


I 
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VẤN đẽ ? 

ôử dụng phép vị tự dể giải toán 

1. Phương pháp giải 

Để xác định một điểm M ta xem nó như là ảnh của một điểm đã biết qua một 
phép vị tự, hoặc xem M như là giao của một đường cố định với ảnh của một • 
đường đã biết qua một phép vị tự. 


2. Ví dụ 

Ví dụ. Cho tam giác ABC có hai góc B, c đều nhọn. Dựng hình chữ nhật 
DEFG có EF = 2 DE với hai đỉnh D, E nằm trên BC và hai đỉnh F, G lần lượt 
nằm trên AC, AB. 

A 

giải 

Giả sử đã dựng được hình chữ nhật 
DEFG thoả mãn điều kiện đầu bài 
(h.1.25). Khi đó từ một điểm G' tuỳ ý 
trên đoạn thẳng AB ta dựng hình chữ 
nhật D E F'G' co E'E' = 2 D'E\ hai đỉnh 
D'E' nằm trên BC. Ta có 

BG _ GD _ 2 GF _ GF_ B D E' D E c 

Bơ ƠƯ 2ƠF' ƠF' _ 



~ ' Hình 1.25 

Do đó B, F, F thẳng hàng. 

Từ đó có thể xem hình chữ nhật DEFG là ảnh'của hình chữ nhật DE'FG' theo 

BG 

phép vị tự tâm B tỉ sô' —— • Từ đó ta có cách dựng : 

BG 

- Lấy điểm G' tuỳ ý trên cạnh AB ; 

- Dựng hình chữ nhật D'E'F'G' có E'F' = 2 D’E', hai đỉnh D', E' nằm trên BC ; 

- Đường thẳng BF' cắt AC tại F. Đường thẳng qua F song song với BC cắt AB 
tại G. Gọi E, D lần lượt là hình chiếu vuông góc của F, G lên đường thẳng BC. 

Ta sẽ chứng minh DEFG là hình cần dựng. 

GF BG GD ^ 

Thật vậy, vì GF I/ G'F', GD I/ G'D' nên -rb = -^7 = ^7' Từ đó suy ra 

GF BG GD 

_ 2 £)o (J 5 hình c hữ nhật DEFG là hình cần dựng. 

GF GF’ 


c. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

1.23. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho dường thẳng d có phương trình 2x + y-4 = 0. 

a) Hãy viết phương trình của đường thẳng d. là ảnh của d qua phép vị tự tâm 
o tỉ số k = 3. 

b) Hãy viết phương trình của đường thẳng d là ảnh của d qua phép vị tự tâm 
/(-1 ; 2) tỉ số* = -2. 

1.24. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho đường tròn (C) có phương trình 

0r-3) 2 + (y+ 1) 2 = 9. 

Hãy viết phương trình của đường tròn (C') là ảnh của (C) qua phép vị tự tâm 
/(1 ; 2 ) tỉ số k = -2. 

1.25. Cho nửa đường tròn đường kính AB. Hãy dựng hình vuông có hai đỉnh nằm 
trên nửa đường tròn, hai đỉnh còn lại nằm trên đường kính AB của nửa đường 
tròn đó. 

1.26. Cho góc nhọn xOy và điểm c nằm trong góc đó. Tìm trên Oy điểm A sao cho 
khoảng cách từ A đến Ox bằng AC. 

§8. PHÉP ĐỒNG DẠNG 

A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

I. ĐỊNH NGHĨA 

Phép biến hình F được gọi là phép đồng dạng tỉ số k ( k > 0) nếu với hai điểm 
M, N bất kì và ảnh M\ N' tương ứng của chúng ta luôn có M'N' = k.MN. 

Nhận xét 

- Phép dời hình là phép đổng dạng tỉ số 1. 

- Phép vị tự tỉ số k là phép đồng dạng tỉ số IẤ:I. 

- Nếu thực hiện liên tiếp hai phép đồng dạng thì được một phép đồng dạng. 

II. TÍNH CHẤT 

Phép đồng dạng tỉ số k 

a) Biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng và bảo toàn thứ tự giữa 
các điểm ấy; 


3.BT.HINHHOC11(C)-A 
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b) Biến một đường thẳng thành đường thẳng ; biến tia thành tia ; biến đoạn 
thẳng thành đoạn thẳng ; 

c) Biến một tam giác thành tam giác đồng dạng với tam giác đã cho ; biến góc 
thành góc bằng nó ; 

d) Biến một đường tròn bán kính R thành đường tròn bán kính kR. 

III. HÌNH ĐỔNG DẠNG 

Hai hình được gọi là đồng dạng với nhau nếu có một phép đồng dạng biến 
hình này thành hình kia. 

B. DẠNG TOÁN cơ BẢN 

VẤN đấ 1 

Ẵảc định ảnh của một hỉnh qua một phép đồng dạng 

1. Phương pháp giải 

Dùng định nghĩa và tính chất của phép đồng dạng. 

2. Ví dụ 

Ví dụ. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình X + y - 2 = 0. 
Viết phương trình đường thẳng d' là ảnh của d qua phép đồng dạng có dược 

bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm /(—1 ; -1) tỉ số k = -- và phép 
quay tâm o góc -45°. 

giẩi 

. - 1 

Gọi dỵ là ảnh của d qua phép vị tự tâm /(-1 ; -1) tỉ số k = . Vì dị song song 

2 

hoặc trùng với d nên phương trình của nó có dạng : X + y + c = 0. 

Lấy M{ 1 ; 1) thuộc d, thì ảnh của nó qua phép vị tự nói trên là o thuộc dị. 

Vậy phương trình của dị là: X + ỵ = 0. Ảnh của dị qua phép quay tâm o góc -45° 
là đường thẳng Oỵ. Vậy phương trình của d' là X = 0. 
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VẤN đê 2 


Tìm phép đổng dạng biến hỉnh ctâ thành hình 


1. Phương pháp giải 

Tim cách biểu thị phép đổng dạng đó như là kết quả của việc thực hiện liên 
tiếp các phép đồng dạng quen biết. 


2. Ví dụ 

Ví dụ. Cho hai hình chữ nhật có tỉ sô giữa chiều rộng và chiều dài bằng . 
Chúng minh rằng luôn có một phép đồng dạng biến hình này thành hình kia. 



Giả sử ta có hai hình chữ 
nhật ABCD, A'B'C'D' và 

-!- (h.1.26). 


AB AB 


Phép tịnh tiến T—p biến 

hình chữ nhật ABCD 
thành hình chữ nhật 


AB l C l D v 


Phép quay 0( A > a) với 

a = (AB V AB') biến hình 
chữ nhật AB l C l D l thành 
hình chữ nhật A'B 2 CJ) 2 . 


D' C' 



AD 2 ad 1 _ A'D 2 a'b 2 a'c 2 

VI = T 7~7 nên ~ = ~ Từ đó suy ra phép vị tự 

A'B 2 A'B' 2 A D A B A'ơ 

A?D* A'Ư 

Vịa’ b\ với k = —— = —— sẽ biến hình chữ nhật A'B 0 C 0 D 0 thành hình chữ 

AD 2 AD 2 2 2 

nhật A'B'C’D'. Vậy phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên tiếp các 
phép biên hình 7—,, Qịjị’ và Vị A >' sẽ biến hình chữ nhật ABCD thành 

hình chữ nhật A'B'C'D'. 




S E VẤN đề 3 

Dùng phép đổng dạng đê giâi toán 

1. Phương pháp giải 

Dùng các tính chất của phép đổng dạng. 


2. Vi dụ 

Ví dụ. Cho hai đường thẳng a và b cắt nhau và điểm c (h. 1.27). Tìm trên a và b 
các điểm A\&B tương ứng sao cho tam giác ABC vuông cân ở A. 


giải 

Ta thấy góc lượng giác (CA ; CB) = -45° 

và = SỈ2. Do đó có thể xem B là ảnh 
CA 

của A qua phép đồng dạng F có được bằng 
cách thực hiện liên tiếp phép quay tâm c, 

góc -45° và phép vị tự tâm c, tỉ số yỉĩ. 

Vì A G a nên B £ a" = F(à), B lại thuộc b. 
Do đó B là giao của a" với b. 



Hình 1.27 


c. CẨU HOI VA BAI TẠP 

1.27. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình X = 2v2 . Hãy viết 
phương trình đường thẳng d'- là ảnh của d qua phép đồng dạng có được bằng 

cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm o tỉ số Ấ: = và phép quay tâm o 
góc 45°. 

, 2 2 

1.28. Trong mặt phăng Oxy cho đường ưòn (C) có phương trình (x - 1) + (y - 2) =4. 

Hãy viết phương trình đường tròn (C r ) là ảnh của (C) qua phép đồng dạng có 
được bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm o tỉ số k = -2 và phép đối 
xứng qua trục Ox. 

1.29. Chứng minh rằng hai đa giác dều có cùng số cạnh luôn đồng dạng với nhau. 
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1.30. Cho hình thang ABCD có AB song song với CD, AD = a, DC = b còn hai 
đỉnh A,B cố định. Gọi / là giao điểm của hai đường chéo. 

a) Tìm tập hợp các điểm c khi D thay đổi. 

b) Tìm tập hợp các điểm / khi c và D thay đổi như trong câu a). 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG I 

1.31. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình 3x - 5y + 3 = 0 và 
vectơ V (2 ; 3). Hãy viết phương trình đường thẳng d' là ảnh của d qua phép 
tịnh tiến theo vectơ V . 

1.32. Cho hình bình hành ABCD có AB cố định, đường chéo AC có độ dài bằng m 
không đổi. Chứng minh rằng khi c thay đổi, tập hợp các điểm D thuộc một 
đường tròn xác định. 

1.33. Cho tam giác ABC. Tìm một điểm M trên cạnh AB và một điểm N trên cạnh 
AC sao cho MN song song với BC và AM = CN. 

1.34. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình 3x - 2y - 6 = 0. 

a) Viết phương trình của đường thẳng dị là ảnh của d qua phép đối xứng 
qua trục Oy. 

b) Viết phương trình của đường thẳng ú ?2 là ảnh của d qua phép đối xứng 
qua đường thẳng A có phương trình x + y -2 = 0. 

1.35. Cho đường tròn (C) và hai điểm cố định phân biệt A, B thuộc (C). Một điểm 
M chạy trên đường tròn (trừ hai điểm A, B). Hãy xác định hình bình hành 
AMBN. Chứng minh rằng tập hợp các điểm N cũng nằm ưên một đường ưòn 
xác định. 

1.36. Cho hai đường tròn cùng có tâm o, bán kính lần lượt là R và r, ( R > r ). A là 
một điểm thuộc đường ưòn bán kính r. Hãy dựng đường thẳng qua A cắt đường 
ưòn bán kính r tại B, cắt đường ưòn bán kính R tại c, D sao cho CD = 3AB. 

1.37. Trong mật phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình X + y - 2 = 0. 
Hãy viết phương trình của đường thẳng d' là ảnh của d qua phép quay 

tâm o góc 45°. 

1.38. Qua tâm G của tam giác đều ABC, kẻ đường thẳng a cắt BC tại M và cắt AB 
tại N, kẻ đường thẳng b cắt AC tại p và AB tại Q, đồng thời góc giữa a và b 

bằng 60°. Chúng minh rằng tứ giác MPNQ là một hình thang cân. 
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1.39. Gọi A', B\ C' tương ứng là ảnh của ba điểm A, B, c qua phép đồng dạng tỉ số k. 
Chứng minh rằng A'B'.A'C' = Ấ: 2 AB.AC. 

1.40. Gọi A\ B’ \ầ C’ tương ứng là ảnh của ba điểm A, B và c qua phép đổng dạng. 
Chứng minh rằng nếu AB - pAC thì A'B' = pA'C' , trong dó p là một số. Từ 

đó chứng minh rằng phép đồng dạng biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm 
thẳng hàng và nếu điểm B nằm giữa hai điểm A và c thì điểm B’ nằm giữa 
hai điểm A’ và C'. 

1.41. Trong mặt phẳng Oxy xét phép biến hình F biến mỗi điểm M(x ; y) thành 
M\2x - 1 ; - 2y + 3). Chứng minh F là một phép đồng dạng. 

1.42. Dựng tam giác BAC vuông cân tại A có c là một điểm cho trước, còn hai 
đỉnh A, B lan lượt thuộc hai đường thẳng a, b song song với nhau cho trước. 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 

1.43. Trong mặt phảng Oxy cho điểm A{2 ; 5). Phép tịnh tiến theo vectơ V (1 ; 2) 
biến A thành điểm nào trong các điểm sau ? 

(A) £(3 ; 1); (B) C(1 ; 6); (C)D(3;7); (D) £(4 ; 7). 

1.44. Trong mặt phảng Oxy cho điểm A{4 ; 5). Hỏi A là ảnh của điểm nào trong 
các điểm sau qua phép tịnh tiến theo vectơ V (2 ; 1) ? 

(A) Bị3 ; 1); (B)C(1;6); (C)D(4;7); (D)£(2;4). 

1.45. Có bao nhiêu phép tịnh tiến biến một đường thẳng cho trước thành chính nó ? 

(A) Không có ; (B) Chỉ có một; (C) Chỉ có hai; (D) Vô số. 

1.46. Có bao nhiêu phép tịnh tiến biến một đường tròn cho trước thành chính nó ? 

(A) Không có ; (B) Một; (C) Hai; (D) Vô số. 

1.47. Có bao nhiêu phép tịnh tiến biến một hình vuông thành chính nó ? 

(A) Không có ; ■ (B) Một; (C) Bốn ; (D) Vô số. 

1.48. Trong mặt phẳng Oxy cho điểm M(2 ; 3), hỏi trong bốn điểm sau điểm nào là 
ảnh của M qua phép đối xứng qua trục Ox ? 

(A) A(3 ; 2); (B)fi(2;-3); (C) C(3 ;-2); (D) D(-2 ; 3). 
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1 . 49 . Trong mặt phảng Oxy cho điểm M(2 ; 3), hỏi M là ảnh của điểm nào trong 
bốn điểm sau qua phép đối xứng qua trục Oy ? 

(A) A( 3 ; 2); (B) B(2 ; -3); (C) C(3 ; -2); . (D) £>(- 2 ; 3). 

1 . 50 . Trong mặt phăng Oxy cho điểm M(2 ; 3), hỏi trong bốn điểm sau điểm nào là 

ảnh của M qua phép đối xứng qua đường thẳng X - y = 0 ? 

(A) /4(3 ; 2); (B)5(2;-3); (C) C(3 ;-2); (D)D(-2;3). 

1 . 51 . Hình gồm hai đường tròn có tâm và bán kính khác nhau có bao nhiêu trục 
đối xứng ? 

(A) Không có ; (B) Một; (C) Hai; (D) Vô số. 

1 . 52 . Trong các mệnh đề sau mệnh đề nào đúng ? 

(A) Đường tròn là hình có vô số trục đối xứng. 

(B) Một hình có vô số trục đối xứng thì hình đó phải là đường tròn. 

(C) Một hình có vô số trục đối xúng thì hình đó phải là hình gồm những 
đường tròn đồng tâm. 

(D) Một hình có vô số trục đối xứng thì hình đó phải là hình gồm hai đường 
thẳng vuông góc. 

1 . 53 . Trong mặt phẳng Oxy, cho hai điểm /(1 ; 2) và M( 3 ; -1). Trong bốn điểm 
sau điểm nào là ảnh của M qua phép đối xứng tâm /? 

(A) A(2 ; 1); (B)£(-l ;5); (C) C(-1 ; 3); (D)D(5 ;-4). 

1 . 54 . Trong mặt phẳng Oxy, cho đường thẳng À có phương trình X = 2. Trong bốn 
đường thẳng cho bởi các phương trình sau đường thẳng nào là ảnh của À 
qua phép đối xứng tâm o ? 

(A) X--2; (B)ỵ = 2; (C)x = 2; (D)y = -2. 

1 . 55 . Trong các mệnh đề sau mệnh để nào đúng ? 

(A) Phép đối xứng tâm không có điểm nào biến thành chính nó. 

(B) Phép đối xứng tâm có đúng một điểm biến thành chính nó. 

(C) Có phép đối xứng tâm có hai điểm biến thành chính nó. 

(D) Có phép đối xứng tâm có vô số điểm biến thành chính nó. 

1 . 56 . Trong mặt phẳng Oxy, cho đường thẳng À có phương trình X - y + 4 = 0. 
Hỏi trong bốn đường thẳng cho bởi các phương trình sau đường thẳng nào có 
thể biến thành A qua một phép đối xứng tâm ? 
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(A) 2x + y - 4 = 0 ; (B) X + y - i = 0 ; 

(C) 2x - 2y + i = 0 ; (D) 2x + 2y-3 = 0. 

1.57. Hình gồm hai đường tròn phân biệt có cùng bán kính có bao nhiêu tâm đối 
xứng ? 

(A) Không có; (B) Một; (C) Hai; (D) Vô số. 

1.58. Trong mặt phẳng Oxy cho điểm M( 1 ; 1). Hỏi trong bốn điểm sau điểm nào 
là ảnh của M qua phép quay tâm o, góc 45° ? 

(A)A(-1;1); (B)fl(l;0); (C)C(V2;0) ; (D) D(0; yíĩ ). 

1.59. Cho tam giác đều tâm o. Hỏi có bao nhiêu phép quay tâm o góc a, 
0 < a < 2n , biến tam giác trên thành chính nó ? 

(A)Một; (B)Hai ; (C) Ba ; (D) Bốn. 

1.60. Cho hình vuông tâm o. Hỏi có bao nhiêu phép quay tâm o góc a , 
0 < cc < 2n , biến hình vuông trên thành chính nó ? 

(A)Một; (B)Hai ; (C) Ba ; (D) Bốn. 

1.61. Cho hình chữ nhật có o là tâm đối xứng. Hỏi có bao nhiêu phép quay tâm o 
góc ơ , 0 < oc < 2n , biến hình chữ nhật trên thành chính nó ? 

(A) Không có ; (B) Hai ; (C) Ba ; (D) Bốn. 

1.62. Có bao nhiêu điểm biến thành chính nó qua phép quay tâm o góc a * 2 kít , 
k là một số nguyên ? 

(A) Không có; (B) Một ; (C) Hai ; (D) Vô số. 

1.63. Trong mặt phảng Oxy cho điểm M( 2 ; 1). Hỏi phép dời hình có được bằng 
cách thực hiện liên tiếp phép đối xứng qua tâm o và phép tịnh tiến theo 
vectơ V (2 ; 3) biến M thành điểm nào trong các điểm sau ? 

(A)A(1;3); (B)B(2;0); (C) C(0; 2); (D)D(4;4). 

_ 2 2 

1.64. Trong mặt phăng Oxy cho đường tròn (C) có phương trình (x - 1) + (y + 2) =4. 

Hỏi phép dời hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép đối xứng qua 
trục Oy và phép tịnh tiến theo vectơ V (2 ; 3) biến (C) thành đường tròn nào 
trong các đường tròn có phương trình sau ? 

(A) +y2 = 4 ; (B) (x-2) + (y - 6) = 4 ; 

(C) (* - 2) 2 + (y - 3) 2 = 4 ; (D) (x - 1) + (y - l) 2 = 4. 


40 



1.65. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình X + y 2 — 0. 
phép dời hình có được bằng cách thực hiện liên tiêp phép đối xứng qua tâm o 
và phép tịnh tiến theo vectơ V (3 ; 2) biến d thành đường thẳng nào trong các 
đường thẳng có phương trình sau ? 

(A) 3x + 3y - 2 = 0 ; (B)*-y + 2 = 0; 

(C) x + y + 2 = 0‘, (D) X + y - 3 = 0. 

1.66. Trong các mệnh để sau mệnh để nào đúng ? 

(A) Thực hiện liên tiếp hai phép tịnh tiến sẽ được một phép tịnh tiến. 

(B) Thực hiện liên tiếp hai phép đối xứng trục sẽ được một phép đối xứng trục. 

(C) Thực hiện liên tiếp phép đối xứng qua tâm và phép đôi xứng trục sẽ được 
một phép đối xứng qua tâm. 

(D) Thực hiện liên tiếp phép quay và phép tịnh tiến sẽ được một phép tịnh tiến. 

1.67. Trong các mệnh đề sau mệnh đề nào đúng ? 

(A) Có một phép tịnh tiến theo vectơ khác không biến mọi điểm thành chính nó. 

(B) Có một phép đối xứng trục biến mọi điểm thành chính nó. 

(C) Có một phép đối xứng tâm biến mọi điểm thành chính nó. 

(D) Có một phép quay biến mọi điểm thành chính nó. 

1.68. Trong mặt phẳng Oxy cho điểm M{- 2 ; 4). Hỏi phép vị tự tâm o tỉ số k = -2 
biến M thành điểm nào trong các điểm sau ? 

(A) A(-8 ; 4); (B) B{- 4 ; -8); 

(C) C(4 ; -8); (D) D (4 ; 8). 

1.69. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình 2x + y - 3 = 0. Hỏi 
phép vị tự tâm o tỉ số k = 2 biến d thành đường thẳng nào trong các đường 
thẳng có phương trình sau ? 

(A) 2x + y + 3 = 0 ; (B) 2x + y - 6 = 0 ; 

(C) 4jc - 2y - 3 = 0 ; (D) 4 jc + 2y - 5 = 0. 

1.70. Trong mật phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình X + y - 2 = 0. Hỏi 
phép vị tự tâm o tỉ số k = -2 biến d thành đường thẳng nào trong các đường 
thẳng có phương trình sau ? 

(A) 2x + 2y = 0 ; (B) 2x + 2y - 4 = 0 ; 

(C) X + y + 4 = 0 ; (D)jc + y-4 = 0. 
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3 . 2 2 

1 . 71 . Trong mặt phang Oxy cho đường tròn (O có phương trình (x - 1) + (y - 2) = 4. 

Hỏi phép vị tự tâm o tỉ sô' k =-2 biến (C) thành đường tròn nào trong các 
đường tròn có phương trình sau ? 

(A) (x-2) 2 + (y- 4) 2 = 16 ; (B) (x- 4) 2 + (y - 2) = 4 ; 

(C) (x - 4) 2 + 0- - 2) = 16; (D) (* + 2) 2 + (y + 4) 2 = 16. 

1 . 72 . Trong mặt phẳng Oxy, cho điểm MỌ. ; 4). Hỏi phép đồng dạng có được bằng 

cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm o tỉ số Ấ: = và phép đối xứng qua 

trục Oy sẽ biến M thành điểm nào trong các điểm sau ? 

(A)A(1;2); (B) B( -2; 4); 

(C) C(—1; 2); (D)D(l;-2). 

- 1 . 73 . Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình 2x - y = 0. Hỏi 
phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm o, tỉ số 
Ấ: = -2 và phép đối xứng qua trục Oy sẽ biến d. thành đưdng thẳng nào trong 
các đưdng thẳng có phương trình sau ? 

(A)2x-J = 0; (B)2x + J = 0; 

(C) 4x-y = 0', (D) 2x + y - 2 = 0. 

•> . . 2 2 

1 . 74 . Trong mặt phang Oxy cho đường tròn (C) có phương trình (x-2) +ịy-2) =4. 

Hỏi phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm 0 
1 

tỉ số k = 4- và phép quay tâm o góc 90° sẽ biến (C) thành đường tròn nào 
trong các đường tròn sau ? 

(A) (x - 2) 2 + (y - 2) 2 = 1 ; (B) (x - ỉ) 2 + (y - ỉ) 2 = 1 ; 

(C) (x + 2) +iy- l) 2 = 1 ; (D) (x + l) 2 + (y - 1 2 = 1. 
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HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP số 


§1. PHÉP BIÊN HỈNH - §2. PHÉP TỊNH TIÊN 


1.1. a) Giả sử A = (x ; ỵ). Khi đó 

Vậy A = (5 ; 1) 
b) Giả sử A = (x ; y). Khi đó <Ị 


íx = 3 + 2 \x = 

i ân ị =>< 


,y = 

3 = 
2 = 


3 + 2 
2-1 

x + 2 

y -1 


X - 

ơ = 


5 

1. 

3-2 
2 + 1 


X - 1 

Lv = 3. 


Vậy /4 = (1 ; 3). 

1.2. a) Lấy một điểm thuộc d, chẳng hạn M = (0 ; 1). Khi đó 

M' = Tợ (M) = (0-2; 1 + 1) = (-2 ; 2) thuộc d'. Vì d' song song với d nên 

phương trình của nó có dạng 2x - 3y + c = 0. Do M' € d' nên 
2(- 2) - 3. 2 + c - 0. Từ đó suy ra c = 10. Do đó d' có phương trình 
2x — 3y+ 10 = 0. 




b) Lấy một điểm thuộc d, chẳng hạn M = (0 ; 1). Đường thẳng dj qua M 
vuông góc với d có vectơ chỉ phương là V = (2 ; -3). Do đó phương trình của 


d 2 là 


x-0_ y-1 
2 “ -3 


hay 3x + 2y - 2 = 0. Gọi M' là giao của dị với d 2 thì toạ 


độ của nó phải thoả mãn hệ phương trình 


Ị 2x - 3y - 5 = 0 
\3x + 2y-2 = 0 


X = 


y = 


16 

13 

_u 

13 


Từ đó suy ra w = MM' = (ịị ; -=ị). 

13 13 


1 . 3 . Giao của d với trục Ox là điểm /4(3 ; 0). Phép tịnh tiến phải tìm có vectơ tịnh 
tiến V = AO = (-3 ; 0). Đưòng thẳng d' song song với d và đi qua gốc toạ độ 
nên nó có phương trình 3x - y = 0. 

1 . 4 . Cách 1. Dễ thấy (C) là đường tròn tâm 7(1 ; -2), bán kính r - 3. Gọi 

r = TịU) = (1 - 2 ;-2 + 5) = (-1 ; 3) và (Ò là ảnh của (C) qua thì (Ò 
là đường tròn tâm 7' bán kính r = 3. Do đó (C') có phương trình 

ự+ l) 2 + (y-3) 2 = 9. 
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Cách 2. Biểu thức toạ độ của Tx; là < * x ^ 

b =>'+5 

Thay vào phương trình của (C) ta được 

{x' + 2) 2 + (y' - 5) - 2(x' + 2) + 4(y’ - 5) - 4 
x ,2 +y 2 +2x'-6y'+ 1=0 

<=> (x' + 1) 2 + (y , -3) 2 = 9. 

,2 , 2 „ 

Do đó ( C ’) có phương trình (x + 1) + (y - 3) = 9. 

1 . 5 . Do tứ giác ABMM' là hình bình hành 

nên BA = MM'. Từ đó suy ra M' là ảnh 
của M qua phép tịnh tiến theo vectơ 

BA . Từ đó suy ra tập hợp các điểm M' 
là đường tròn (C'), ảnh của ( c) qua phép 

tịnh tiến theo vectơ BA (h.1.28). 


§3. PHÉP ĐỐI XỨNG TRỤC 

1 . 6 . Gọi M\ d’ và (C') theo thứ tự là ảnh của M, d và (C) qua phép đối xứng qua 
trục Ox. Khi đó M’ = (3 ; 5). Để tìm d' ta viết biểu thức toạ độ của phép đối 

í X — X X — X 

xứng qua trục Ox : \ , =>< , (1). 

[y =-y [y = -y 

Thay (1) vào phương trình của đường thẳng d ta được 3x' - 2y' - 6 = 0. Từ 
đó suy ra phương trình của d' là 3x - 2y - 6 = 0. 

Thay (1) vào phương trình của (C) ta dược x' 2 +y' 2 - 2x' - 4y' - 4 = 0. Từ 

2 2 

đó suy ra phương trình của (C”) là (x - 1) + (y - 2) =9. 

Cũng có thể nhận xét (C) có tám là /(1 ; -2), bán kính bằng 3, từ đó suy ra tâm /' 
của ( C ’) có toạ độ (1 ; 2) và phương trình của (CO là (x - 1) + (y - 2) =9. 

1 . 7 . Dễ thấy d và d' khồng song song với nhau. Do đó trục đối xứng A của phép 
đối xứng biến d thành d' chính là dường phân giác của góc tạo bởi d và d'. 
Từ đó suy ra A có phương trình 



A B 

1.28 
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±ZỊỵíẠ jỄ?Z^B ~ x -iy + l = tiỉx-y-\ĨỊ. 

Vl+25 V 25 +I 


Từ đó tìm được hai phép đối xứng qua các trục : 

Aị có phương trình X + y - 5 = 0, A 2 có phương trình X — y - 1 = 0. 


1.8. Cho hình vuông ABCD. Gọi F là phép đối 
xứng trục d biến hình vuông đó thành chính 
nó. Lí luận tương tự như ví dụ đã nêu ở vấn 
đề 2, §3, ta thấy A chỉ có thể biến thành các 
điểm A, B,c hoặc D. 

- Nếu A biến thành chính nó thì c chỉ có thể 
biến thành chính nó và B biến thành D. Từ đó 
suy ra F là phép đối xứng qua trục AC. 

- Nếu A biến thành B thì d\ầ. đường trung trực 
của AB. Khi đó c biến thành D. 



D c 

Hình 1.29 


Các trường hợp khác lập luận tương tự. Do đó hình vuông ABCD có bốn trục 
đối xứng là các đường thẳng AC, BD và các đường trung trực của AB và BC 
(h. 1.29)7 


1.9. Ta thấy rằng B, c theo thứ tự là 
ảnh của A, D qua phép đối xứng 
qua đường trung trực của cạnh AB, 
từ đó suy ra cách dựng : 

• - Dựng đường trung trực A của 
đoạn AB. 

- Dựng d' là ảnh của d qua phép 
đối xứng qua trục A. 

Gọi c = ểToc . 

- Dựng D là ảnh của c qua phép 
đối xứng qua trục A (h. 1.30). 



1.10. Gọi B' là ảnh của B qua phép đối 
xứng qua trục d. Khi đó vói mỗi 
điểm M thuộc d 

MA + MB = MA + MB' nên 

MA + MB bé nhất <=> MA + MB’ bé nhất 

<=> A,M,B' thẳng hàng. 

Tức \ằM = ( AB')nd (h.1.31). 
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§4. PHÉP ĐÔI XỨNG TÂM 

1 . 11 . Dựng ảnh của từng điểm A, B, c qua phép đối xứng đó. 

1 . 12 . a) Gọi M\ d' và (C r ) theo thứ tự là ảnh của M, d và (C) qua phép đối xứng 
qua o. Dùng biểu thức toạ độ của phép đối xứng qua gốc toạ độ ta có: 

M' = (2 ; -3), phưong trình của d ': 3x - ỵ - 9 = 0, phương trình của đường 
tròn ( C ') : X 2 + y 2 - 2x + 6y + 6 = 0. 

b) Gọi M', d' và (C”) theo thứ tự là ảnh của M, d và (C) qua phép đối xứng 
qua /. 

Vì / là trung điểm của MM' nên M' = (4 ; 1). 

Vì d' song song với d nên d' có phương trình 3 jc — y + c = 0. Lấy một điểm 
trên d, chẳng hạn N (0 ; 9). Khi đó ảnh của N qua phép đối xúng qua tâm / là 
N'(2 ; -5). Vi /V' thuộc d' nên ta có 3. 2 - (-5) + c = 0. Từ đó suy rà c = -11. 

Vậy phương trình của d' là 3 jc - y - 11 =0. 

Để tìm (CJ, trước hết ta để ý rằng (C) là đường tròn tâm /(- 1 ; 3), bán kính 
bằng 2. Anh của J qua phép đối xứng qua tâm / là /'(3 ; 1). Do đó (C r ) là đường 

tròn tâm J' bán kính bằng 2. Phương trình của (C r ) là (x - 3) 2 + (y -1) 2 = 4. 

1 . 13 . Giao của d và d' với Ox lần lượt là A( -2 ; 0) và A'(8 ; 0). Phép đối xứng qua 
tâm cần tìm biến A thành A' nên tâm đối xứng của nó là / = (3 ; 0). 

1 . 14 . Giả sử tam giác ABC đã dựng được 
(h.1.32). Lấy điểm M bất kì. Gọi N là 
ảnh của M qua phép đối xứng tâm I. p là 
ảnh của N qua phép đối xứng tâm J, Q là 
ảnh của p qua phép đối xứng tâm K. Khi 

đó CM = -BN = ÃP = -CQ. Do đó c là 

trung điểm của QM. Từ đó suy ra cách 
dựng tam giác ABC. 

§5. PHÉP QUAY 

1 . 15 . a) Phép quay tâm o góc 120° biến F, A, B lần lượt thành B, c, D ; biến 
trung điểm I của AB thành trung điểm J của CD. Nên nó biến tam giác AIF 
thành tam giác CJB (h.1.33). 


A 



M Hình 1.32 
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b) Phép quay tâm E góc 60° biên A, o, F 
lần lượt thành c, D, o. 

1.16. Gọi 9QO) là phép quay tâm o, 

góc quay 90° (h.1.34). 

A’=(- 3; 3), 

B' = (-5 ; 0), 

C'=(-l ; 1). 

d đi qua B và M(-3 ; 0), 

M ' =Ô (O,90 o ) (M) = (0; “ 3) 

nên d' là đường thẳng B'M' có 
phương trình 3x + 5y + 15 = 0. 


1 . 17 . Xem E là ảnh của A qua phép quay 

tâm B, góc 90°. Khi A chạy trẽn 
nửa đường tròn ( o ), E sẽ chạy trên 
nửa đường tròn (O 1 ) là ảnh cua nửa E 
đường tròn ( o ) qua phéprquay tâm B, 

góc 90° (h.1.35). 


1 . 18 . a) Phép quay tâm c góc 90° biến 
MB thành AI. Do đó MB bằng và 
vuông góc với AI. DP song song và ị 
bằng nửa BM, DO song song và £./ 
bằng nửa AI. Từ đó suy ra DP bằng 
và vuông góc với DO (h.1.36). 

b) Từ câu a) suy ra phép quay tâm D, 

góc 90° biến o thành p, biến A 
thành Q. Do đó OA bằng và vuông 
góc với PQ. 





§6. KHÁI NIỆM VỀ PHÉP DỜI HÌNH VÀ HAI HỈNH BẰNG NHAU 

1 . 19 . a) M' = (1; 1) =M. 
b) M" = (- 3; 1). 

1 . 20 . Gọi dị là ảnh của d qua phép quay tâm o góc 90°. Vì d chứa tâm quay o 
nên dị cũng chứa o. Ngoài ra dị vuông góc với d nên dị có phương trình 
X + 2y = 0. 

Gọi d' là ảnh của dị qua phép tịnh tiến vectơ V . Khi đó phương trình của d' 

có dạng X + 2y + c = 0. Vì d' chứa 0'(3 ; 1) là ảnh của o qua phép tịnh tiến 
vectơ V nên 3 + 2 + c = 0, từ đó c = -5. Vậy phương trình của d' là 
X + 2y - 5 = 0. 

1 . 21 . Gọi Qợ ữ ) là phép quay tâm / góc a (h.1.37). Lấy đường thẳng d bất kì qua I. 

(ỵ 

Gọi d' là ảnh của d qua phép quay tâm / góc — • Lấy điểm M bất kì và gọi 

M' = Qự a y (M). Gọi M" là ảnh của M qua phép đối xứng qua trục d, Mị là 

ảnh của M" qua phép đối xứng qua trục d'. Gọi J là giao của MM" với d, H là 
giao của M"M với d'. Khi đó ta có đẳng thức giữa các góc lượng giác sau : 

(ỈM, ỈM ị ) = (IM, ỈM") + (ỈM", IMị ) 

= 2(1J, /M") + 2 (IM", IH) 

= 2(1 J, ỈH) 

= 2y = «r =(ỈM,ỈM r ). 

Từ đó suy ra M' = Mị. Như vậy M' 

có thể xem là ảnh của M sau khi 
thực hiện liên tiếp hai phép đối xúng Hình 1.37 

qua hai trục d và d'. 

1 . 22 . a) Gọi F là phép đối xứng qua đường trung trực d của cạnh AB, G là phép đối 
xứng qua đường trung trực d' của cạnh ỈE. Khi đó F biến AI thành BI, G biến 
BI thành BE. Từ đó suy ra phép dời hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp 
hai phép biến hình F và G sẽ biến AI thành BE (h. 1.38). 
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Hơn nữa, gọi 7 là giao của d và 
d\ thì dễ thấy JA = JB, JI = JE 

và 2(7/, JB) = (7/, JE) = 45° 
(vì JE // ỈB). Do đó theo kết quả 
của bài 1.21, phép dời hình nói 
trên chính là phép quay tâm 7 

góc 45°. 

Ki 3 Lưu ý. Có thể tìm được nhiều 
phép dời hình biến AI thành BE. 

b) F biến các điểm A, B, c, D 
thành B, A, D, c ; G biến các 
điểm B, A, D, c thành B, A\ D', 
C'. Do đó ảnh của hình vuông 
ABCD qua phép dời hình nói trên 
là hình vuông BA'D'C' đối xứng 
với hình vuông BADC qua d\ 



Hình 1.38 


§7. PHÉP VỊ Tự 

1,23. a) Lấy hai điểm /4(0 ; 4) và B( 2 ; 0) thuộc d. Gọi A \ B' theo thứ tự là ảnh của 
A và B qua phép vị tự tâm o tỉ số k-3. Khi đó ta có 

ÕA' = 3ÕĂ, ÕB' = 3ÕB. 

Vì ÕÃ = (0 ;4) nên ÕÃ'= (0 ; 12). Do đóy4'= (0; 12). Tương tự B'= (6 ; 0); 
dị chính là đường thẳng A'B' nên nó có phương trình 

x 6 =-Z- hay 2x + y - 12 = 0. 

-6 12 

b) Có thể giải tương tự như câu a). Sau đây ta sẽ giải bằng cách khác. 
Ỵì í/ 2 // d nên phương trình của d 2 có dạng : 2x + ỵ + c = 0. Gọi 
A' — (X Ị y ') là ảnh của A qua phép vị tự đó thì ta có : 

ĨẪ' = -2ĨẴ hay Jt' + 1 = - 2, y' - 2 = -4. 

Suy ra X = - 3 , y’ - -2. ' 

Do A ' thuộc d 2 nên 2(-3) - 2 + c = 0. Từ đó suy ra c = 8. 

Phương trình của d 2 là 2 jc + y + 8 = 0. 


4.BT.HINHHOC11(C)-A 
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1 . 24 . Ta có /4(3 ; -1) là tâm của (C) nên tâm A' của ( c 0 là ảnh của A qua phép vị 
tự đã cho. Từ đó suy ra A' - (-3 ; 8). Vì bán kính của (C) bằng 3, nên bán 
kính của (CO bằng 1-21. 3 = 6. 

Vậy (CO có phương trình : (x + 3) 2 +(y- 8) 2 = 36. 

1 . 25 . Gọi o là trung điểm của AB (h.1.39). Giả sử dựng được hình vuông MNPQ 
có M, N thuộc đường kính AB \P,Q thuộc nửa đường tròn. Khi đó o phải là 
trung điểm của MN. Nếu lấy một hình vuông M'N'P'Q' sao cho M', N' thuộc 
AB, o là trung điểm MTV', thì dễ thấy 

OM _ON _ OP_ _ OQ 
~Õữ~ ON'~ OP'~ OQ' 

Từ đó suy ra hình vuông MNPQ là ảnh của hình vuông M’N’P'Q' qua phép 
vị tự tâm o, suy ra o, p, P' và 0,Q,Q' thẳng hàng. Vậy ta có cách dựng : 

— Dựng hình vuông M'N'P'Q' nằm 
trong nửa hình tròn đã cho sao cho 
M’N' thuộc AB và o là trung điểm 
của MTV'. Tia OP' cắt nửa đường 
tròn tại p ; tia OQ' cắt nửa đường 
tròn tại Q. 

Khi đó dễ thấy tứ giác MNPQ là 
hình vuồng cần dựng. 

1 . 26 . Giả sử điểm A đã dựng được 
(h.1.40). Gọi B là hình chiếu vuông 
góc của A trên Ox, khi đó AB = AC. 

Lấy điểm A' bất kì trên Oy, gọi B' là 
hình chiếu vuồng góc của A' trên 
Ox, đường thẳng qua A' song song 
với AC cắt đường thẳng oc tại C'. 

Khi đó có thể coi tam giác ABC là 
ảnh của tam giác A'B'C' qua phép vị 

AC. 

tự tâm o tỉ số —— nên A'C' = A'B'. 

A‘C' 

Từ đó suy ra cách dựng : 

- Lấy điểm A ' bất kì trên Oy, dựng 
B’ là hình chiếu vuông góc của A’ 
lên Ox. 



Hình 1.39 



Hình 1.40 
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- Lấy C' là một giao điểm của đường tròn tâm A’ bán kính A'B' với đường 
thẳng oc. 

— Đường thẳng qua c song song với A'C' cắt Oy tại A. 

Dể thấy A là điểm phải dựng. 

Bài toán có hai nghiệm hình. 


§8. PHÉP ĐỒNG DẠNG 


1.27. Gọi d là ảnh của d qua phép vị tự tâm o 
tỉ sô k = 2 thì phương trình của dị là 

X = \Ỉ2 (h. 1.41). Giả sử d' là ảnh của dị 

qua phép quay tâm o góc 45°. Lấy 
M( yjĩ ; 0) thuộc d f thì ảnh của nó qua 

phép quay tâm o góc 45° là M'( 1 ; 1) 
thuộc d’. Vì OM _L dị nên OM' _L d'. 

Vậy d' là đường thẳng đi qua M' và 
vuông góc với OM’. Do đó nó có phương 
trình X + y - 2 = 0. 



1 . 28 . Dễ thấy bán kính của ( C ') bằng 4. Tâm /' của ( C' ) là ảnh của tâm /(1 ; 2) của 
(C) qua phép đồng dạng nói trên. Qua phép vị tự tâm o tỉ số k = -2,/ biến 

thành Ịị( -2 ; -4). Qua phép đối xứng qua trục ơ.v, Ị ị biến thành /'( -2 ; 4). 

2 2 

Từ đó suy ra phương trình của ( C ') là {x + 2) + (y - 4) =16. 


1.29. Dùng phép tịnh tiến đưa về hai đa giác đều cùng tâm đối xứng, sau đó dùng phép 
quay đưa về hai đa giác đều cùng tâm đối xứng có các đỉnh tương ứng thảng hàng 
với tâm, cuối cùng dùng phép vị tự biến đa giác này thành đa giác kia. 

1.30. a) Dựng hình bình hành ADCE. TacóDC = ÃE không đổi (h. 1.42). 

Do AE = b không đổi, nên E cố định. Do AD = EC = a nên khi D chạy trên 
đường tròn {A ; a) thì c chạy trên đường tròn (E ; a) là ảnh của {A : a) qua 

phép tịnh tiến theo AE. 
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AC AB + b 


77 _ AB —p, 

=> AI = — 7 —— AC. 

AB + b 

AB 

Do đó có thể xem / là ảnh của c qua phép vị tự tâm A, tỉ số • Vậy 

khi c chạy trên (£ ; a) thì / chạy trên dường tròn là ảnh của ( E ; à) qua 
phép vị tự nói trên. 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG I 

1.31. Phương trình d': 3x - 5ỵ + 12 = 0. 


1.32. Xem D là ảnh của c qua phép tịnh tiến theo vectơ BA . Do c chạy trên 
đường tròn (C) tâm A bán kính m, trừ ra giao điểm của (C) với đường thẳng 
AB, nên D thuộc đường tròn là ảnh của dường tròn nối trên qua phép tịnh 

tiến theo vectơ BA . 

1.33. Giả sử đã dựng được hai diểm M, N thoả mãn điều kiện đẩu bài. Đường 
thẳng qua M và song song với AC cắt BC tại D. Khi đó tứ giác MNCD là 
hình bình hành. Do đó CN = DM. Từ dó suy ra tam giác AMD cân tại M. Do 

đó MAD = MDA = DAC . Suy ra AD là phân giác trong của góc A. Do đó 

AD dựng được. Ta lại có NM = CD , nên có thể xem M là ảnh của N qua 

phép tịnh tiến theo vectơ DC. 

Từ đó suy ra cách dựng : 

- Dựng đường phân giác trong của góc A. Đường này cắt BC tại D. 
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- Dựng đường thẳng d là ảnh của đường 
thẳng AC qua phép tịnh tiến theo vectơ 

CD. d cắt AB tại M. 

- Dựng N sao cho NM = CD. 

Khi đó dễ thấy M, N thoả mãn điều kiện 
đầu bài (h.1.43). 

1.34. a ) dị’. 3x + 2y + 6 = 0. 

b) Giao của d và A là /4(2 ; 0). Lấy 

5(0 ; -3) thuộc d. Anh của 5 qua phép 
đối xứng qua đường thẳng A là B'{ 5 ; 2). 
Khi đó d' chính la đường thẳng AB' : 
2jc - 3y — 4 = 0. 

1.35. Tập các điểm N thuộc đường tròn (C 1 ) là 
ảnh của (C) qua phép đối xứng qua 
trung điểm của /45. 

1.36. Gọi (C) là đường tròn tâm o bán kinh r, 
(Cj) là đường tròn tâm o bán kính R 

(h.1.44). Giả sử đường thẳng đã dựng 
được. Khi đó có thể xem D là ảnh của 5 
qua phép đối xứng qua tâm A. Gọi ( C' ) 
là ảnh của (C) qua phép đối xứng qua 

tâm A, thì D thuộc giao của (C 1 ) và (C 1 ). 
Số nghiệm của bài toán phụ thuộc vào số 
giao điểm của (C”) với (C 1 ). 

1.37. Dễ thấy d chứa điểm H( 1 ; 1 ) và OH ± d. 
Gọi H' là ảnh của H qua phép quay tâm 

o góc 45° thì H' = (0 ; yỊĨ ). Từ đó suy 
ra d' phải qua H' và vuông góc với OH'. 

Vậy phương trình của d’ là y = V 2 . 

1.38. Gọi Q. g Ị 20 °) phép quay tâm G góc 

120° (h.1.45). Phép quay này biến b 


A 




A 
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thành a , biến CA thành AB ; do đó nó biến p thành N. Tương tự 120 °) 

cũng biến Q thành M. Từ đó suy ra GP = GN, GQ = GM. Do đó hai tam giác 
GNQ và GPM bằng nhau, suy ra NQ = PM. Vì Q _ biến PQ thành 

NM nên PQ = NM. Từ đó suy ra hai tam giác NQM và PMQ bằng 
nhau. Do đó NQM = PMQ . Tương tự QNP = MPN . Từ đó suy ra 

PNQ + NQM = 180°. Do đó NP // QM. Vậy ta có tứ giác MPNQ là một 
hình thang cân. 

1.39. Theo định nghĩa của phép đồng dạng ta có B'C' = kBC, từ đó suy ra 
B'c' 2 = k 2 BC 2 . Hay ực' - Ã^B') 2 = k 2 (ÃC- Ãẽ ) 2 . Suy ra 

A'c' 2 - 2 WỠM + A'B' 2 = k 2 (AC 2 - ĨÃCÃB + AB 2 ). 

Để ý rằng A'c' 2 = k 2 AC 2 , A'B' 2 = k 2 AB 2 ta suy ra điều phải chứng minh. 

1.40. Để ý rằng A'ơ 2 = k 2 AC 2 , A'B' 2 = k 2 AB 2 , Wc'XB' = k 2 ÃC.ÃB , ta có 
{Wb' - pÃC') 2 = A'B' 2 - 2 pWb'Wc' + p 2 A'ơ 2 

= k 2 {AB 2 -ìpÃBÃC + p 2 AC 2 ) 

= k 2 (ÃB - pÃC) 2 = 0. 

Từ đó suy ra A'B' - pA'C' = õ. 

Giả sử ba điểm A, B, c thẳng hàng và điểm B nằm giữa hai điểm A và c. Khi 

đó AB = tAC , với 0 < t < 1. Áp dụng bài 1.39 ta cũng có A'B' = tA'C ', với 
0 < t < 1. Do đó ba điểm A \ B\ C’ thẳng hàng và điểm B’ nằm giữa hai điểm 
A'vằC’. 

1.41. Lấy điểm N(xi, y : ), thì điểm N\2x 1 -l;-2y 1 + 3) = F(N). Ta có 

M'N' 2 = (2x 1 - 2x) +(- 2y 1 + 2 y) = 4[(x 1 - X) + (yi - y) ] = 4 MN . 

Từ đó suy ra với hai điểm M, N tuỳ ý và M\ N' lần lượt là ảnh của chúng qua 
F ta có MTV' = 2 MN. Vậy F là một phép đồng dạng với tỉ số đồng dạng là 2. 

1.42. Xem B là ảnh của A qua phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên 
tiếp phép quày tâm c góc ± 45° và phép vị tự tâm c tỉ số k = V 2 (h. 1.46). 
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Vì A thuộc a nên B thuộc đường thẳng a' là ảnh của a qua phép đồng dạng 
nói trên. Vậy B là giao của a’ và b. Từ đó suy ra cách dựng. Bài toán có hai 
nghiệm hình. 



CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 


1.43. (C). 

1.59. (C). 

1.44. (D). 

1.60. (D). 

1.45. (D). 

1.61. (B). 

1.46. (B) Đó là phép tịnh tiến theo vectơ õ. 

1.62. (B). 

1.47. (B) Đó là phép tịnh tiến theo vectơ õ. 

1.63. (C). 

1.48. (B). 

1.64. (D). 

1.49. (D). 

1.65. (D). 

1.50. (A). 

1.66. (A). 

1.51. (B). 

1.67. (D). 

1.52. (A). 

1.68. (C). 

1.53. (B). 

1.69. (B). 

1.54. (A). 

1.70. (C). 

1.55. (B). 

1.71. (D). 

1.56. (C). 

1.72. (C). 

1.57. (B). 

1.73. (B). 

1.58. (D). 

1.74. (D). 
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CHƯƠNG II 


ĐƯỜNG THẲNG VÀ MẶT PHẲNG 

m » 

TRONG KHÔNG GIAN. QUAN HỆ SONG SONG 


§1. ĐẠI CƯƠNG VỂ ĐƯỜNG THẲNG 
VÀ MẶT PHẲNG 

A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

I. CÁC TÍNH CHẤT THỪA 'nhận 

• 

Tính chất 1. Có một và chỉ một đường thẳng đi qua hai điểm phân biệt. 

Tính chất 2. Có một và chỉ một mặt phảng đi qua ba điểm không thẳng hàng. 

Tính chất 3. Nếu một đường thẳng có hai điểm phân biệt thuộc một mặt phẳng 
thì mọi điểm của đường thẳng đều thuộc mặt phẳng đó. 

Tính chất 4. Có bốn điểm không cùng thuộc một mặt phẳng. 

Tính chất 5. Nếu hai mặt phẳng phân biệt có một điểm chung thì chúng còn có 
một điểm chung khác nữa. 

Từ đó suy ra : Nếu hai mặt phẳng phân biệt có một điểm chung thì chúng sẽ 
có một đường thẳng chung đi qua điểm chung ấy. 

Tính chét 6. Trên mỗi mặt phẳng, các kết quả đã biết trong hình học phẳng đều đúng. 

II. CÁCH XÁC ĐỊNH MẶT PHANG 

Một mặt phẳng hoàn toàn được xác định khi biết: 

/. Nó đi qua ba điểm không thẳng hàng ; 

2. Nó đi qua một điểm và chứa một đường thẳng không đi qua điểm đó ; 

3. Nó chứa hai đường thẳng cắt nhau. 
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Kí hiệu 


- (ABC) biểu thị mặt phẳng xác định bởi ba điểm phân biệt không thẳng hàng 
A,B,C( h. 2 . 1 ). 

- (M, d) biểu thị mặt phảng xác định bởi đường thẳng d và điểm M không nằm 
trên d (h. 2 . 2 ). 

-(dị,d 2 ) biểu thị mặt phăng xác định bởi hai đường thẳng cắt nhau dị , d 2 (h.2.3). 



III. HÌNH CHÓP VÀ HÌNH TỨ DIỆN 

1. Hình chóp 

Trong mặt phẳng ( a ) cho đa giác lồi A\A 2 ...A n . Lấy điểm s nằm ngoài (ậ). 
Lần lượt nối s với các đỉnh A\,A 2 , ...,A n ta được n tam giác SA]A 2 , 
S.A 2 Ạ 3 ,..., SA n Aị. Hình gồm đa giác AịA 2 ...A n và n tam giác SAịA 2 , 
SA 2 A 2 ,SA n A\ được gọi là hình chóp, kí hiệu là S.AịA 2 ...A n . 

2. Hình tứ diện 

Cho bốn điểm A, B, c, D không đồng phẳng. Hình gồm bốn tam giác ABC, 
ABD, ACD và BCD được gọi là hình tứ diện, kí hiệu là ABCD. 

B. DẠNG TOÁN cơ BẢN 

E VẤN đấ 1 

Ẵác định giao tuyến của hai mặt phẳng 

1. Phương pháp giải 

Muốn tìm giao tuyến của hai mật phẳng, ta tìm hai điểm chung của chúng. 
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2. Ví du 


Ví dụ 1 . Cho 5 là một điểm không thuộc mặt phẳng hình bình hành ABCD. Tim 
giao tuyến của hai mạt phẳng ( SAC ) và ( SBD ). 


Ọiẩi 

Gọi o là giao điểm của AC và BD 
(h.2.4). Ta có 5 và ơ là hai diểm 
chung của (S/4C) và ( SBD ) nên : 

(&4C) n (SBD) = SO. 

Vậy giao tuyến của hai mặt phảng 

(SAC) và ( SBD ) là đường thẳng so. 

Ví dụ 2. Cho s là một điểm không 
thuộc mặt phẳng hình thang 
ABCD (AB // CD và AB > CD). 
Tìm giao tuyến của hai mặt phảng 

(SAD) và (SBC). 

Ọiẩi 

Gọi / là giao điếm AD và BC (h.2.5). 

Ta có 5 và / là hai điểm chung của 
(SAD) và (SBC) nên 

(SAD) n (SBC) = Sl. 

Vậy giao tuyến của hai mặt phẳng 
(SAD) và (SBC) là đường thẳng Sỉ. 

^^9 VẤN đỀ 2 
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Tim giao điểm của đường thẳng d và mặt phẳng (ừ) 

1. Phương pháp giải 

Trường hợp 1. Trong (ừ) có sẵn đường thẳng d' cắt d tại I. 

Ta có ngay d n (a) = ỉ. 

Trường hợp 2. Trong (à) không có sẵn d’ cắt d. Khi đó ta thực hiện như sau 
- Chọn mặt phẳng phụ (P) chứa d và (P) cắt (à) theo giao tuyến d\ 
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- Gọi / = d' n d. 
Ta c ỏ d n(a) = /. 


2. Ví dụ 

Ví dụ 1 . Cho tứ diện ABCD. Gọi /, J là các điểm lần lượt nằm trên các cạnh AB, 

Ị 3 

AD với AI = Ỷ IB và AJ = -^JD. Tìm giao điểm của đường thẳng ỈJ với mặt 
phẳng (BCD). /1 



Ví dụ 2. Cho tứ diện ABCD. Gọi /, J và 
K lần lượt là các điểm trên các cạnh AB, 
BC và CD sao cho 

Aỉ= ị-AB;BJ = %BC\CK= ịcD. 

3 3 5 

Tìm giao điểm của mặt phẳng ỢJK) với 

đường thẳng AD. 

giải 

Gọi E là giao điểm của JK và BD, F 
là giao điểm của AD và IE (h.2.7). 

Ta c ÓF = AD n ỰJK). 

Q VẤN đế l 

Chứng minh ba diêm thẳng hồng 


A 



Hình 2 .7 


/. Phương pháp giải 

Nếu phải chứng minh ba điểm nào đó thẳng hàng, ta chứng minh ba điểm ấy 
cùng thuộc hai mặt phẳng phân biệt. 
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2. Ví du 


'Ví ấụ. Cho ba điểm A, B, c không thuộc 
mặt phảng ( Q ) và các đường thẳng BC, 
CA, AB cắt (Q) lần lượt tại M, N, p. 
Chứng minh rằng M, N, p thẳng hàng. 

Qiảỉ 

Ta có M, N, p lần lượt thuộc về hai mặt 
phẳng ( Q ) và (ABC) nên M, N, p thuộc 
giao tuyến d của ( Q ) và (ABC) (h.2.8). 
Vậy M, N, p thẳng hàng. 


A 


Hình 2.8 



c. CAU HOI VA BAI TẠP 

2.1. Cho tứ diện ABCD và điểm M thuộc miền trong của tam giác ACD. Gọi / 
và J tương ứng là hai điểm trên cạnh BC và BD sao cho ỈJ không song song 
với CD. 

a) Hãy xác định giao tuyến của hai mặt phẳng (IJM) và (ACD). 

b) Lấy N là điểm thuộc miền trong của tam giác ABD sao cho JN cắt đoạn 
AB tại L. Tìm giao tuyến của hai mặt phảng (MNJ) và (ABC). 

2.2. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là tứ giác ABCD có hai cạnh đối diện không 
song song. Lấy điểm M thuộc miền trong của tam giác SCD. 

Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng : 

a) (SBM) và (SCD ); 

b) (ABM) và (SCD ); 

c) (ABM) và (S/4C). 

2.3. Cho tứ diện ABCD. Trên cạnh AB lấy điểm / và lấy các điểm./, K lần lượt là 
điểm thuộc miền trong các tam giác BCD và ACD. Gọi L là giao điểm của 
JK với mặt phẳng (ABC). 

a) Hãy xác định điểm L. 

b) Tìm giao tuyến của mặt phẳng (IJK) với các mật của tứ diện ABCD. 

2.4. Cho tứ diện ABCD có các điểm M và N lần lượt là trung điểm của AC và BC. 
Lấy điểm K thuộc đoạn BD (K không là trung điểm của BD). Tìm giao điểm 
của đường thẳng AD và mặt phẳng (MNK). 
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2.5. Cho hình chóp S.ABCD. Lấy M, N vầP lần lượt là các điểm trên các đoạn SA. 
AB và BC sao cho chúng không trùng với trung điểm của các đoạn thẳng ấy. 
Tìm giao điểm (nếu có) của mặt phẳng (MNP) với các cạnh của hình chóp. 

2.6. Cho hình chóp S.ABCD. M và N tương ứng là các điểm thuộc các cạnh sc và 
BC. Tìm giao điểm của đường thẳng SD với mặt phẳng (AMN). 

2.7. Cho tứ diện SABC. Trên SA, SB và sc lần lượt lấy các điểm D, E và F sao 
cho DE cắt AB tại I, EF cắt BC tại J, ED cắt CA tại K. 

Chứng minh ba điểm /, J, K thẳng hàng. 

2.8. Cho hai mặt phẳng (ò) và (fi) cắt nhau theo giao tuyến d. Trong (ứ) lấy hai 
điểm A và B sao cho AB cắt d tại I. o là một điểm nằm ngoài (cc) và (P) sao 
cho OA và OB lần lượt cắt (P) tại A' và B'. 

a) Chứng minh ba điểm /, AB' thẳng hàng. 

b) Trong (ữ) lấy điểm c sao cho A, B, c không thẳng hàng. Giả sử oc cắt (j3) 
tại C', BC cắt B'C' tại J, CA cắt C'A' tại K. Chứng minh I, J, K thẳng hàng. 

2.9. Cho tứ diện SABC có D, E lần lượt là trung điểm AC, BC và G là trọng tâm 
tam giác ABC. Mặt phẳng (ò) qua AC cắt SE, SB lần lượt tại M, N. Một mặt 
phẳng (j3) qua BC cắt SD và SA lần lượt tại p và Q. 

a) Gọi I = AM n DN, J — BP n EQ. Chứng minh bốn điểm s, I, J, G 
thẳng hàng. 

b) Giả sử AN n DM = K, BQ n EP - L. Chứng minh ba điểm s, K, L 
thẳng hàng. 


§2. HAI ĐƯỜNG THẲNG CHÉO NHAU 
VÀ HAI ĐƯỜNG THẲNG SONG SONG 

A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

\ 

I. VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI CỦA HAI ĐƯỜNG THANG 
TRONG KHÔNG GIAN 

Cho hai đưòng thẳng a và b trong không gian. Có hai trường hợp sau đây xảy 
ra đối với a\ầb\ 


61 



Trường hợp ỉ : Có một mặt phảng chứa a và b. 

Xảy ra ba khả năng sau : 

]. a và b cắt nhau tại điểm M, ta kí hiệu a n b = M ; 

2 . ơvầb song song với nhau, ta kí hiệu a II b hoặc b H ơ ; 

3. a và b trùng nhau, ta kí hiệu a = b. 

Trường hợp 2 : Không có mật phảng nào chứa cả a và b, khi đó ta nói avdíb 
chéo nhau. 

II. CÁC ĐỊNH LÍ VÀ TÍNH CHAT 

ỉ. Trong không gian, qua một điểm không nằm trên đường thẳng cho trước, có 
một và chỉ một đường thảng song song với đường thẳng đã cho. 

2. Nếu ba mặt phẳng phân biệt đôi một cắt nhau theo ba giao tuyến phân biệt 
thì ba giao tuyến ấy hoặc đồng quy hoặc đôi một song song với nhau. (Định 
lí về giao tuyến của ba mặt phẳng.) 

3. Nếu hai mặt phẳng phân biệt lần lượt chứa hai đường thẳng song song thì 
giao tuyến của chúng (nếu có) cũng song song với hai đường thẳng đó hoặc 
trùng với một trong hai đường thẳng đó. 

4. Hai đường thẳng phân biệt cùng song song với đường thẳng thử ba thì song 
song với nhau. 



VẤN đê 1 


B. DẠNG TOÁN cơ BẢN 


^ Ọ ị o 

Tìm giao tuyên của hai mặt phăng (dùng quan hệ song song) 


1. Phương pháp giãi 

Nếu hai mặt phảng (a) và (P) có điểm chung 5 và lần lượt chứa hai đường 
thẳng song song d và d' thì giao tuyến của ( a ) và (Ị3) là đường thẳng A đi 

qua s và song song hoặc trùng với d hay d’. 

2. Ví dụ 

Ví dụ. Cho hình bình hành ABCD và s là điểm không thuộc mặt phẳng của 
hình bình hành. Tìm giao tuyến của (SAD) và (SBC). 
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ỉ 



d 


giải 

Hai mặt phẳng ( SAD ) và (SBC) có điểm 
chung s và chứa hai đường thẳng song 
song AD và BC nên giao tuyến của 
chúng là đường thảng d đi qua s và song 
song với AD và BC (h.2.9). 



VẤN đÊ 2 


s 



' ọ 

Chứng minh hai đường thăng song song 


1. Phương pháp giải 

a) Chứng minh chúng cùng thuộc một mặt phẳng và dùng phương pháp chứng 
minh hai đường thẳng song song trong hình học phẳng. 

b) Chứng minh chúng cùng song song với đường thẳng thứ ba. 

c) Dùng tính chất : Hai mặt phẳng phân biệt lần lượt chứa hai đường thẳng 
song song thì giao tuyến của chúng (nếu có) cũng song song với hai đường 
thẳng ấy. 

d) Dùng định lí về giao tuyến của ba mặt phẳng. 

2. Ví dụ 

Ví dụ. Cho tứ diện ABCD. Gọi M. N theo thứ tự là trung điểm của AB, BC và Q 
là một điểm nằm trên cạnh AD và p là giao điểm của CD với mặt phẳng 
(MNQ). Chứng minh rằng PQII MN và PQIIAC. 

giải 

Ba mặt phẳng (ABC), ( ACD ) và 
(MNQ) lần lượt cắt nhau theo các 
giao tuyến AC, MN và PQ. 

Vì MN II AC (tính chất đường trung 
bình của tam giác), nên PQIIMNIIAC 
(theo định lí về giao tuyến của ba 
mặt phẳng) (h.2.10). 

Hình 2.10 



D 


n 
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1. Phương pháp giải 

Ta thường dùng phương pháp phản chứng như sau : 

Giả sử hai đường thẳng đã cho cùng nằm trong một mặt phẳng rồi rút ra điều 
mâu thuẫn. 


2. Ví dụ 

'Vídụ. Cho dị, d 2 là hai đường thẳng chéo nhau. Trên d) , lấy hai điểm phân 
biêt A và B ; trên dọ lấy hai điểm phân biệt c và D. Chứng minh rằng AC và 


BD chéo nhau. 

giải 

Giả sử AC và BD không chéo nhaũ. 

Như vậy có một mặt phẳng ( p ) chứa 
cả dị và d 2 . Khi đó ta có dị và d 2 

cùng nằm trên (P). Điều này mâu 
thuẫn với giả thiết dị và d 2 chéo 

nhau. Vậy AC và BD chéo nhau 
(h.2.11). ' 



Hình 2.11 


c. CĂU HOI VA BAI TẠP 

2.10. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành ABCD. Tìm giao tuyến của 
các cặp mặt phẳng sau đây : 

a) (SAC) và (SBD) ; b) (SAB) và ( SCD ); c) (Ẵ4Z>) và (SBC). 

2.11. Cho tú diện ABCD. Trên các cạnh AB và AC lần lượt lấy các điểm M và N 

sao cho --- = —-■ Tìm giao tuyến của hai mật phẳng ( DBC ) và ( DMN ). 
ABAC 

2.12. Cho tứ diện ABCD. Cho / và / tương ứng là trung điểm của BC và AC, M là 
một điểm tuỳ ý trên cạnh AD. 

a) Tìm giao tuyến d của hai mặt phảng (MIJ) và (ABD). 
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b) Gọi N là giao điểm của BD với giao tuyến d, K là giao điểm của ÌN và JM. 
Tun tập hợp điểm K khi M di động trên đoạn AD ( M không là trung điểm 
của AD). 

c) Tim giao tuyến của hai mặt phảng ( ABK) và ( MIJ ). 

2.13. Cho tứ diện ABCD. Gọi M, N, p, Q,RvaS lần lượt là trung điểm của AB, CD, 
BC, AD, AC và BI). Chúng minh rằng tứ giác MPNQ là hình bình hành. Từ 

• đó suy ra ba đoạn thẳng MN, PQ và RS cất nhau tại trung điểm mỗi đoạn. 

2.14. Cho tứ diện ABCD có / và / lần lượt Ịà trọng tâm các tam giác ABC và ABD. 
Ợiứng minh rằng // // CD. 

2.15. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thang ABCD với đáy là AD và BC. 
Biết AD = a, BC = b. Gọi / và J lần lượt là trọng tâm của các tam giác SAD 
và SBC. Mặt phẳng (ADJ) cắt SB, sc lần lượt tại M, N. Mặt phẳng (BCỈ) cắt 
SA, SD lần lượt tại p, Q. 

á) Chứng minh MN song song với PQ. 

b) Giả sử AM cắt BP tại E ; CQ cắt DN tại F. Chứng minh rằng EF song 
song với MN và PQ. Tính EF theo a và b. 


§3. ĐƯỜNG THẲNG 
VÀ MẶT PHẲNG SONG SONG 

A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

I. VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI CỦA ĐƯỜNG THẠNG và mật phang 

Giữa đường thẳng d và mặt phẳng (à) ta có ba vị trí tương đối như sau : 

1. dvằ(à) cắt nhau tại M, kí hiệu d n (a) = {M}; 

2 . d song song với (à), kí hiệu d// (a) hay (o) // d ; 

3. d nằm trong ( a ), kí hiệu d c(£Ộ. 


5.BT.HINHHOC11 (C)-A 
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II. ĐỊNH LÍ VÀ TÍNH CHẤT 

1. Nếu đường thẳng d không nằm trong mặt phẳng (à) và d song song với 
đường thẳng d' nằm trong (à) thì d song song với (à). 

d <z (a) 

<dlld' =>dll{a). 

d’<z(ứ) 

V. 

2. Cho đường thẳng d song song với mặt phẳng (à). Nếu mặt phẳng (J3) chứa d 
và cắt (ứ) theo giao tuyến d' thì d' song song với d. 

d//(a) 

<(i6)z>d =>dlld\ 

ụ.3)n(a) = d ' 

3. Nếu hai mặt phảng phân biệt cùng song song với một đường thẳng thì giạo 
tuyến của chúng (nếu có) cũng song song với đường thẳng đó. 

\a)lld 

<{j3)//d =>dlld'. 

c a) n {P) = d' 

4. Cho hai đường thẳng chéo nhau. Có duy nhất một mặt phẳng chứa đường 
thẳng này và song song với đường thẳng kia. 


_ B. DẠNG TOÁN cơ BẢN 

VẤN đấ 1 

Chứng minh đường thẳng song song với mặt phẳng 

1. Phương pháp giải 

a) Ta chứng minh đường thẳng và mặt phảng không có điểm chung. 

b) Ta chứng minh đường thẳng đó không nằm ưong mặt phẳng và song song 
với một đữờng thẳng nằm trong mặt phảng. 
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5,BT.HINHHOC11(c)-B 



2. Ví du 


Ví ểụ. Cho tứ diện ABCD. G là trọng tâm tam giác ABD. Trên đoạn BC lấy 
điểm M sao cho MB - 2MC. Chứng minh rằng MG // ( ACD ). 


giải 

Gọi / là trung điểm AD (h.2.12). 

Trong tam giác CBI ta có 

BM BG 2 _ A _ Ktr , nni 
—— - —— = — nên MGIICI. 

BC Bỉ 3 

Mà Cỉ nằm trong mặt phẳng ( ACD ) 
suy ra MGI/ ( ACD)'. 

VẤN đê 2 


A 



■, Ọ 

Dựng thiết diện song song vói một đưòng thăng 


1. Phương pháp giải 
Ta có thể dùng định lí sau : 

Cho đường thẳng d song song với mặt phẳng (a). Nếu mặt phẳng (/3) chứa d 
và cắt ịa) theo giao tuyến d' thì d' song song với d. 


2. Ví dụ 

Ví dụ. Cho hình chóp SABCD có đáy là 
hình bình hành ABCD, o là giao điểm 
của AC và BD, M là trung điểm của SA. 
Tìm thiết diện của mặt phẳng (a) với 

hình chóp S.ABCD nếu (a) qua M và 
đồng thời song song với sc và AD. 

giải 

Vì (or) song song với AD nên (a) cắt 

hai mật phẳng (SAO) và ( ABCD ) theo hai 
giao tuyến song song với AD (h.2.13). 



Tương tự (ữ) .song song với sc nên (a) cắt hai mặt phẳng (SAC) và (SCO) 
theo các giao tuyến song song với sc. 
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Gọi o = AC o BD, ta có sc II MO (đường trung bình trong tam giác SAC). 
Qua o kẻ đường thảng song song với AD, cắt AB và CD lần lượt tại Q và p. 
Qua M, kẻ đường thẳng song song với AD cắt SD tại N. 

Theo nhận xét trên, ta có MN II PQ và NP II sc. 

Vậy thiết diện là hình thang MNPQ. 


c. CĂU HOI VA BAI TẠP 

2.16. Cho tứ diện ABCD. Gọi G| và Ơ 2 lần lượt là trọng tâm của các tam giác ACD và 
BCD. Chứng minh rằng G 1 G 2 song song với các mặt phảng (ABC) và (ABD). 

2.17. Cho hai hình bình hành ABCD và ABEF nằm trong hai mặt phẳng phân biệt. 
Gọi o là giao điểm của AC và BD, O' là giao điểm của AE và BF. 

a) Chứng minh rằng 00' song song với hai mặt phảng ( ADF ) và ( BCE ). 

b) Gọi M và N lần lượt là trọng tâm của các tam giác ABD và ABE. Chứng 
minh rằng MNII ( CEF ). 

2.18. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành ABCD. Gọi G là trọng tâm 
của tam giác SAB và / là trung điểm của AB. Lấy điểm M trong đoạn AD sao. 
cho AD = 3 AM. 

a) Tim giao tuyến của hai mặt phẳng ( SAD) và (SBC). 

b) Đường thẳng qua M và song song với AB cắt Cỉ tại N. Chứng minh rằng 

NGII (SCD). . 

c) Chứng minh rằng MGII ( SCD ). 

2.19. Cho hình chóp SABCD có đáy là hình thang ABCD, đáy lớn là AD và AD = 2 BC. 
Gọi o là giao điểm của AC và BD, G là trọng tâm của tam giác SCD. 

a) Chứng minh rằng OGII (SBC). 

b) Cho M là trung điểm của SD. Chứng minh rằng CMII ( SAB ). 

c) Giả sử điểm I nằm trong đoạn sc sao cho sc = ^s/. Chứng minh rằng 
SA II (BID). 

2.20. Cho tứ diện ABCD. Qua điểm M nằm trên AC' ta dựng một mặt phẳng (à) 
song song với AB và CD. Mặt phẳng này lần lượt cắt các cạnh BC , BD và AD 
tại N, p và Q. 

a) Tứ giác MNPQ là hình gì ? 
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b) Gọi o là giao điểm hai đường chéo của tứ giác MNPQ. Tim tập hợp các 
điểm o khi M di động trên đoạn AC. 

2.21. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành ABCD. M là một điểm di 
động trên đoạn AB. Một mặt phẳng (à) đi qua M và song song với SA và BC ; 
(à) cắt SB , sc và CD lần lượt tại N, p và Q. 

a) Tứ giác MNPQ là hình gì ? 

b) Gọi / là giao điểm của MN và PQ. Chứng minh rằng / nằm trên một 
đường thẳng cố định. 


§4. HAI MẶT PHẲNG SONG SONG 

A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


I. ĐỊNH NGHĨA 

Hai mặt phẳng (à) và (J3) được gọi là song song với nhau nếu chúng không có 
điểm chung, kí hiệu (a)//(j3) hay (/?)//(<*). 

(a)//(j3)^(a)n(j3) = 0. 

II. ĐỊNH LÍ VÀ TÍNH CHÂT 

1. Nếu mặt phẳng (à) chứa hai đường thẳng cắt nhau a, b và hai đường thẳng 
này cùng song song với mặt phảng iP) thì mặt phẳng (à) song song với mặt 
phẳng (/?). 

a c ( a ), bc(a ) 

< a cắt b =>(a)//(/3) 

a//(j3),b//(j3 ) 

2. Qua một điểm nằm ngoài một mặt phẳng cho trước có một và chỉ một mặt 
phẳng song song với mặt phẳng đã cho. 

Hệ quả 1 

Nếu đường thẳng d song song với mặt phảng ( a ) thù qua d có duy nhất một 
mặt phẳng song song với ( a ). 
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Hệ quả 2 

Hai mặt phăng phần biệt cùng song song với mặt phẳng thứ ba thì song 
song với nhau. 

Hệ quả 3 

Cho điểm A không nằm trên mặt phẳng (ộ). Mọi đường thẳng đi qua A và 
song song với (ộ) đều nằm trong mặt phẳng đi qua A và song song với ( a ). 

3. Cho hai mặt phẳng song song với nhau. Nếu một mặt phảng cắt mặt phảng 
này thì cũng cắt mặt phẳng kia và hai giao tuyến song song với nhau. 

Hệ quả 

Hai mặt phảng song song chắn trên hai cát tuyến song song những đoạn 
thẳng bằng nhau. 

4. Định lí Ta-lét (Thalès) 

Ba mặt phẳng đôi một song song chắn trên hai cát tuyến bất kì những đoạn 
thẳng tương ứng tỉ lệ. 


III. HÌNH LẢNG TRỤ VÀ HÌNH CHÓP CỤT 
• Hình lăng trụ 

Cho hai mặt phảng song song (a) và (<*'). Trên (ớr) cho da giác lồi 


AịA 2 ...A n . Qua các đỉnh Aị,A 2 , 
nhau và cắt ( a ') lẩn lượt tại A\, / 

Hình gồm hai đa giác 
A\A 2 -..A n , AỊA^.-.A^ và các 

hình bình hành /4]/4 j/4^2 ’ 
AìA^AịAị , .... A n A' n A[A x được 
gọi là hình lăng trụ và kí hiệu là 
A x A 2 ...A n .A\jị...A’ n (h.2.14). 

Lăng trụ có đáy là hình bình 
hành được gọi là hình hộp. 


n ta vẽ các đường thẳng song song với 
.,.,4,. 



Hình 2.14 
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• Hình chóp cụt 

Cho hình chóp ... A n . Một mặt 

phang không qua đỉnh, song song với 
mặt phăng đáy của hình chóp cắt các 
cạnh SA ]t sA 2 , ..., SA n lần lượt tại 

Aị, A 2 , ..., A' n . Hình tạo bởi thiết diện 

AịA^ ... A' n và đáy AịA 2 ... A n của 

hình chóp cùng với các tứ giác 
A[A^A 2 A ị , A^aỊa^, .... A' n A' l A l A n 

gọi là hình chóp cụt, kí hiệu là 
A^.A l A 2 ...A fì (h.2.15). 



VẤN đỂ 1 


B. DẠNG TOÁN cơ BẢN 


Chứíig minh hai mặt phẳng song song vói nhau 

/. Phương pháp giải 

a) Ta có thê chứng minh chúng cùng song song với mặt phăng thứ ba. 

b) Ta chửng minh mặt phẳng này chứa hai đường thẳng cắt nhau cùng song 
sóng với mặt phẳng kia. 


2. Ví dụ 

Ví dụ. Cho hình bình hành ABCD. Từ các đỉnh A, B, c Vã D lần lượt kẻ các nửa 
đường thẳng Ax, Bỵ, Cz và Dt song sorig với nhau và không nằm trong mặt phẳng 
(ABCD). Chứng minh mặt phẳng (Ax, By) song song với mặt phẳng (Cz, Dí). 

giải 

Ta có Cz // By nên Cz // (Ax, By) 

(h 2.16). Do tứ giác ABCD là hình bình 
hành nên CD // AB do dó CDII (Ax, By). 

Mặt phẳng (Cz, Dt) chứa hai đường 
thẳng cắt nhau Cz, CD cùng song song 
với (Ax, By) nên (Cz, Dt) II (Ax, By ).' 



B c 


Hình 2.16 
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VẤN đÊ 2 



Ẵác định thiết diện tạo bỏi mặt phăng {ữ) với một' hình chóp khi cho biêt 
(à) song song vói một mặt phang xác định nào đó 


1. Phương pháp giải 

a) Áp dụng. Khi (à) song song với một mặt phảng (J3) nào đó thì (ơ) sẽ song 
song với tất cả đường thẳng nằm trong (ậ). 

1 

b) Để xác định giao tuyến của (à) với các mặt của hình chóp, ta làm như sau : 

- Tìm đường thẳng d nằm trong (/?). 

- Vì (ộ) II d nên (ờ) cắt những mặt phảng chứa d theo các giao tuyến song 
song với d. 

2. Ví dụ 

Ví ấụ. Cho hình chóp S.ABCD với đáy là hình thang ABCD có AD II BC, 
AD = 2BC. Gọi E là trung điểm AD và o là giao điểm của AC và BẸ. ỉ là một 
điểm di động trên cạnh AC khác với A và c. Qua /, ta vẽ mặt phẳng (a) song 

song với ( SBE ). Tìm thiết diện tạó bởi (a) và hình chóp S.ABCD. 


Ọiải 

A V, E N 7 D 
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Ta thấy rằng tứ giác BEDC là hình bình hành vì: 


EDIIBC, ED = BC 


r =]-AD 
2 


\ 


, (h.2.17). 




Trường hợp 1. Ị thuộc đoạn AO và I khác o. Gọi vị trí này là ỉị, (a) II ( SBE ) 
nên (a) II BE và (a) II SO. 

• (ữ) // BE nên (a) cắt (ABE) theo giao tuyến MịNị đi qua ỉ ị và 
MịNị II BE (M, e AB, Nị e AE). 

• (a ) // SO nên (a) cắt (SAC) theo giao tuyến Sj/j đi qua /ị và song song 
với SO (Sị e SA ). 


Ta có thiết diện là tam giác SịMịNìy. 


Trường hợp 2.1 thuộc đoạn OC và I khác O. Gọi vị trí này là / 2 , (ỚỘ // (SBE) 
nên (a) II BE và (a) II so. 

• (ữ) u BE nên (a) cắt (BEDC) theo giao tuyến M 2 N 2 đi qua /2 và 
M 2 N 2 II BE (M 2 e BC, N 2 e ED). 

• (a) // SO nên (a) cắt (SOC) theo giao tuyến QI 2 đi qua / 2 và song song * 
với SO (Q e sc ). 

Do (a) II CD (vì CD II BE) nên (a) sẽ cắt hai mặt phẳng ( BEDC ) và (SDC) 
theo hai giao tuyến M 2 /V 2 , PQ cùng song song với CD (p e SD). 


, Ta có thiết diện là hình thang M 2 N 2 PQ ■ 

Trường hợp 3.1 = 0 

Dễ thấy thiết diện là tam giác SBE. Khi dó, (SBE) = (à) (loại). 


c. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

V 

2.22. Cho tứ diện ABCD. Gọi Gị, G 2 , Ơ 3 lần lượt là trọng tâm của các tam giác 
ABC, ACD, ABD. Chứng minh rằng (G]G 2 Ơ 3 ) // ( BCD ). 

2.23. Từ bốn đỉnh của hình bình hành ABCD vẽ bốn nửa đường thẳng song song 
cùng chiều Ax, By, Cz và Dt sao cho chúng cắt mặt phảng ( ABCD). Một mặt 
phẳng (ơ) cắt bốn nửa đường thẳng theo thứ tự nói trên tại A', B\ C' và D'. 
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a) Chứng minh rằng (Ax, By) // ( Cz, Dt) và (. Ax, Dt) // ( By, Cz). 

b) Tứ giác A 'B’C 'D' là hình gì ? 

c) Chứng minh AA' + CC' = BB' + DD'. 

2.24. Cho hai hình vuông ABCD và ABEF ở trong hai mặt phảng phân biệt. Trêh 
các đường chéo AC và BF lần lượt lấy các điểm M và N sao cho AM = BN. 
Các đường thẳng song song với AB vẽ từ M và N lần lượt cắt AD và AF tại 
M' và N\ Chứng minh 

a) ( ADF) II (BCE). 

b) M’N' I/ DF. 

c) (DEF) // (MM’N'N) và MNII (DEF). 

2.25. Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A’B’C’ có các cạnh bên là AABB\ cc\ Gội 
/ và /' tương ứng là trung điểm của hai cạnh BC và B’C’. 

a) Chứng minh rằng AI IIA T. 

b) Tìm giao điểm của M' với mặt phẳng ( AB'C’ ). 

c) Tìm giao tuyến của (AB’C') và ( A'BC ). 

2.26. Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A'B'C'. Gọi H là trung điểm của A'B\ 

a) Chứng minh rằng CB' II c AHC' ). 

b) Tìm giao tuyến d của ( AB’C' ) và (ABC). 

2.27. Cho hai hình bình hành ABCD và ABÉF không cùng nằm trong một mặt 
phảng. Gọi M và N là hai điểm di động tương ứng trên AD và BE sao cho 

AM _ BN 

MD~ NE 

Chứng minh rằng đường thẳng MN luồn luôn song song với rriột mặt phẳng 
cố định. Hãy chỉ ra mặt phẳng cố định đó. 

2.28. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành ABCD, o là gỉao điểm hai 
đường chéo, AC = a, BD = b, tam giác SBD đều. Gọi / là điểm di động trên 
đoạn AC với AI = X (0 < X < a). Lấy (tí) là mặt phẳng đi qua / và sohg song 
với mặt phẳng (SBD). 

a) Xác định thiết diện của mặt phẳng (tí) với hình chóp S.ABCD. 

b) Tìm diện tích s của thiết diện ở câu a) theo a, b, X. Tìm X để s lớn nhất. 

2.29. Cho ba mặt phẳng (tí), (P), (ỷ) sorig song với nhau. Hai đường thẳng a và a' cắt 
ba mặt phẳng ấy theo thứ tự nói trên tại A, B, c và A', B\ C'. Cho AB = 5, 
BC = 4,A'C’ = 18. Tính độ dài A'B\ B'&. 
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2.30. Cho tứ diện ABCD. Gọi / và J lần lượt là hai điểm di động trên các cạnh AD 

và BC sao cho - = ỈẼ-. Chứng minh rằng IJ luôn luồn song song với một 

1DJC 

mặt phảng cô định. 

2.31. Cho hai tia Ajc, By chéo nhau. Lấy M, N lần lượt là các điểm di động trên Ax, 
By. Gọi (à) là mặt phẳng chứa By và song song với Ax. Đường thẳng qua M 
và song song với AB cắt (à) tại M'. 

a) Tìm tập hợp điểm M'. 

b) Gọi / là trung điểm của MN. Tìm tập hợp các điểm / khi AM = BN. 


§5. PHÉP CHIẾU SONG SONG. 

HÌNH BIỂU DIỄN CỦA MỘT HÌNH KHÔNG GIAN 

A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

I. PHÉP CHIẾU SONG SONG 

Cho mặt phăng (ờ) và đường thẳng A cắt (à). Với mỗi điểm M trong không 
gian, đường thẳng đi qua M và song song hoặc trùng với A cắt (à) tại điểm M' 
xác định. 

Điểm M' được gọi là hình chiếu song song của điểm M trên mặt phẳng {(X) 
theo phưởng A. 

Mặt phẳng (à) được gọi là mặt phảng chiếu, phương của đường thẳng A được 
gọi là phương chiếu. 

Phép đặt tương ứng mỗi điểm M trong không gian với hình chiếu M' của.nó 
trên mặt phẳng (a) được gọi là phép chiếu song song lên (a) theo phương A. 

II. CÁC TÍNH CHẤT CỦA PHÉP CHIẾU SONG SONG 

/. Phép chiếu song song biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng 
và không làm thay đổi thứ tự ba điểm đó. 

2. Phép chiếu song song biến đường thẳng thành đường thẳng, biến tia thành 
tia, biến đoạn thẳng thành đoạn thẳng. 
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3. Phép chiếu song song biến hai đường thẳng song song thành hai đường 
thẳng song song hoặc trùng nhau. 

4. Phép chiếu song song không làm thay đổi tỉ số độ dài của hai đoạn thẳng 
nằm trên hai đường thẳng song song hoặc cùng nằm trên một đường thẳng. 

III. HÌNH BIỂU DIỄN CỦA MỘT số HÌNH KHÔNG GIAN 

TRÊN MẶT PHANG 

1. Một tam giác bất kì bao giờ cũng có thể coi là hình biểu diễn của một tam giác 
tuỳ ý cho trước (có thể là tam giác đều, tam giác cân, tam giác vuông ...). 

2. Một hình bình hành bất kì bao giờ cũng có thể coi là hình biểu diễn của một 
hình bình hành tuỳ ý cho trước (có thể là hình bình hành, hình vuồng, hình 
chữ nhật, hình thoi...). 

3. Một hình thang bất kì bao giờ cũng cộ thể coi là hình biểu diễn của một 
hình thang tuỳ ý cho trước, miễn là tỉ số độ dài hai đáy của hình biểu diễn 
phải bằng tỉ số độ dài hai đáy của hình đã cho. 

4. Người ta thường dùng hình elip để biểu diễn hình tròn. 

B. DẠNG TOÁN cơ BẢN 

VẤN đế 

Vẽ hình biểu diễn của mệt hỉnh 3Ổ cho trước 

1. Phương pháp giải 

a) Xác định các yếu tố song song của hình 

b) Xác định tỉ số điểm M chia đoạn AB. 

c) Hình $(/' là hình biểu diễn của hình phải có tính chất 

- Bảo đảm tính song song trên hình ƠỔ ; 

- Bảo đảm tỉ số của điểm M chia đoạn AB. 

2. Ví dụ 

'ứídụ 1. Chứng minh rằng trọng tâm G của tam giác ABC cộ hình chiếu song 

song là trọng tâm G’ của tam giác AB’C’, trong đó A'B'C’ là hình chiếu song 

song của tam giác ABC. 
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% * 

jọi / là trung điểm của cạnh AB. 

Hii.il chiếu r của / là trung 
điểm của A 'fí' (h.2.18). 

G e Cl nên 6 e CT ; 

GC - o G'ơ „ 

—— = 2 nên =2. 

Gl G'l' 

, Vậy G' là trọng tâm tam giác A'B'C”. 



Hình 2.18 


‘ựíấụ 2. Hình thang có thể là hình biểu diên của hình bình hành không ? 


Ọiải 

Hình thang không thể là hình biểu diễn của hình bình hành vì hai cạnh bên 
của hình thang không song song trong khi đó cặp cạnh đối của hình bình hành 
thì song song. 


c. CẨU HOI VA BAI TÁP 

• 

2.32. Hình chiếu song song của hai đường thẳng chéo nhau có thể song song với 
nhau hay không ? Hình chiếu song song của hai đường thẳng cắt nhau có 
song song với nhau hay không ? 

2.33. Trong mặt phẳng (tí) cho một tam giác ABC bất kì. Chứng minh rằng có thể 
xem tam giác ABC là hình chiếu song song của một tam giác đều nào dó. 

V 

2.34. Vẽ hình biểu diễn của một hình lục giác đều. 

2.35. Hãy vẽ hình biểu diễn của một đường tròn cùng với hai đường kính vuông 
góc của đường tròn đó. 

2.36. Hãy chọn phép chiếu song song với phương chiếu và mặt phẳng chiếu 
thích hợp để hình chiếu song song của một tứ diện cho trước là một hình 
bình hành. 
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CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG II 


2.37. Trong mặt phẳng (cc) cho tam giác ABC: Từ ba đỉnh của tam giác này ta kẻ 
các nửa đường thẳng song song cùng chiều Ax, By, Ct không nằm trong (à). 
Trèn Ax lấy đoạn AA' = a, trên By lấy đoạn BB' - b , trên Cz lấy đoạn CC' = c. 

a) Gọi Ị,J vàK lần lượt là các giao điểm B’C\ C’A'vaAB’ với (cc). 

^ , _ ; _ u . IB JC KA 

Chứng minh răng —— • —— ■ —— = 1. 

IC JA KB 

b) Gọi G và G' lần lượt là trọng tâm của các tam giác ABC vằA'B'ơ, 

Chứng minh : GG' IIAA '. 

c) Tính GG' theo a, b, c. 


2.38. Cho tứ diện ABCD và điểm M nằm trong tam giác BCD. 


a) Dựng đường thẳng qua M song song với hai mặt phảng (ABC) và (ABD). 
Giả sử đường thẳng này cắt mặt phẳng (ACD) tại B'. 

Chứng minh rằng AB\ BM và CD đồng quy tại một điểm. 


b) Chứng minh 


MB' _ dt(ầMCD) 
BA - dt(ABCD) 


c) Đường thẳng song song với hai mặt phảng ( ACB) và (ACD) kẻ từ M cắt 
(ABD) tại C' và đường thẳng song song với hai mặt phẳng (ADC) và (ADB) 
kẻ từ M cắt (ABC) tại D'. Chứng minh rằng 


MB' . Mơ . Mư , 
-zr- + —r— + -zr— = l- 
BA CA DA 


2.39. Từ các đỉnh của tam giác ABC ta kẻ các đoạn thẳng AA \ BB\ CC' song song, 
cùng chiều, bằng nhau và không nằm trong mặt phảng của tam giác. Gọi /, G 
và K lần lượt là trọng tâm của các tam giác ABC, ACC' và A'B'C . 

a) Chứng minh (IGK) II (BBƠC), 

b) Chứng minh rằng (AGK) II (AỈB r ). 

2.40. Cho hình hộp ABCD.A'B'C’D'. Gọi Mvà/V lẩn lượt là trung điểm của hai 
cạnh bên AA' và CC'. Một điểm p nằm trên cạnh bên DD 

a) Xác định giao điểm Q của đường thẳng BB' với mặt phẳng (MNP). 
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b) Mặt phảng (MNP) cắt hình hộp theo một thiết diện. Thiết diện đó có tính 
chất gì? 

c) Tìm giao tuyến của mặt phẳng (MNP) với mặt phẳng (ABCD) của hình hộp. 

2.41. Cho hình hộp ABCD.A'B'C'D'. Hai điểm M và N lần lượt nằm trên hai cạnh 

A n V " _ " ~ AM _ CN 

AD và cc sao cho -^ 73 - = ~rr^7 ■ 

MD NC 

a) Chứng minh rằng đường thẳng MN song song với mặt phẳng (ACB’). 

b) Xác định thiết diện của hình hộp cắt bởi mặt phẳng đi qua MN và song 
song với mặt phẳng (ACB’). 

2.42. Cho hình lăng trụ tứ giác ABCD.A'B'C'D'. 

a) Chứng minh rằng hai đường chéo AC' và A'C cật nhau và hai đưòng chéo 
BD' và B'D cắt nhau. 

b) Cho E và F lần lượt là trung điểm của hai đường chéo AC và BD. 

Chứng minh MN - EF. 

2.43. Cho hai mặt phẳng (a) và (P) cật nhau theo giao tuyến m. Trên đường thẳng 
d cắt (ạ) ở A và cắt (P) à B tạ lấỵ hai điểm cố định S|, s 2 không thuộc (oì), 

(P). Gọi M lặ một điểm di động trên (/?)• Giả sử các đưòng thẳng MSị, MSi 
cắt (à) lần lượt tại Mị và Mi¬ 
di) Chứng minh rằng Mị M 2 luôn luôn đi qua một điểm cô định. 

b) Giả sử đưòng thẳng M|M 2 cắt giao tuyến m tại K. Chứng minh rạng ba 
điểm K, B, M thẳng hàng. 

c) Gọi b là một đường thẳng thụộc mặt phẳng (J3) nhưng không di qua điểm 
B và cắt m tại 1. Chứng minh rằng khi M di động trên b thì các điểm Mị vặ 

M 2 di động trên hai đường thẳng cố định thuộc mặt phẳng (à). 

2.44. Cho hình lập phương ABCD.A'B’C'D' và các trung điểm E, F của các cạnh 
AB, DD'. Hãy xác định các thiết diện của hình lập phượng cắt bởi cạc mặt 
phang (EFB), (EPC), (EFC r ) và (EFK) với K là trung điểm của cạnh B C'. 
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CÂU HỎI TRẮC NGHIÊM 


2.45. Các yếu tô nào sau đây xác định một mặt phẳng duy nhất ? 

(A) Ba điểm ; (Ẹ) Một điểm và một đường thẳng ; 

(C) Hai đường thẳng cắt nhau ; (D) Bốn điểm. 

2.46. Cho hai đường thẳng a và b. Điều kiện nào sau đây đủ để kết luận a và b 
chéo nhau ? 

(A) a và b không có điểm chung ; 

(B) ơ và b là hai cạnh của một hình tứ diện ; 

(C) a và b nằm trên hai mặt phảng phân biệt; 

(D) a và b không cùng nằm trên bất kì mặt phẳng nào. 

2.47. Cho tam giác ABC, lấy điểm / trên cạnh 
AC kéo dài (h.2.19). Các mệnh đề nào 
sau đây là mệnh đề sai ? 

(A) A e (ABC ); 

(B) / e (ABC) ; 

(C) (ABC) = (BỈC) ; 

(D) BI <z (ABC). 

2.48. Cho tam giác ABC. Có thể xác định được bao nhiêu mặt phẳng chứa tất cả 
các đỉnh tam giác ABC ? 

(A)4; (B) 3 ; (C) 2 ; (D) 1. 

2.49. Trong không gian cho bốn điểm không đồng phăng, có thể xác định nhiều 
nhất bao nhiêu mặt phảng phân biệt từ các điểm đó ? 

(A) 6 ; (B) 4 ; (C) 3 ; (D) 2. 

2.50. Cho hình chóp S.ABCD với đáy là tứ giác ABCD có các cạnh dối không song 
song. Giả sử AC n BD = o Và AD n BC = /. Giao tuyến của hai mặt phẳng 
(SAC) và (SBD) là : 

(A) sc ; (B) SB ; (C) so ; (D) SI. 

2.51. Cho hình chóp S.ABCD với đáy là tứ giác ABCD. Thiết diện của mặt phẳng 

(tí) tuỳ ý với hình chóp không thể là 

(A) Lục giác ; (B) Ngũ giác ; 

(C) Tứ giác ; (D) Tam giác. 
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2.52. Cho hình lập phương ABCDA'B'C'D'. Có bao nhiêu cạnh của hình lập 
phương chéo nhau với đường chéo AC' của hình lập phương ? 

(A)2; (B) 3; (C)4; (D) 6. 

2.53. Cho hai đường thẳng phân biệt ứ và b trong không gian. Có bao nhiêu vị trí 
tương đối giữa a và b ? 

(A) 1 ; (B) 2 ; (C) 3 ; (D) 4. 

2.54. Cho hai đường thẳng phân biệt cùng nằm trong một măt phảng. Có bao nhiêu 
vị trí tương đối giữa hai đường thẳng đó ? 

(A) 1 ; (B) 2 ; (C) 3 ; (D)4. 

2.55. Cho tứ diện ABCD. Gọi M, N, p, Q, R, s lần lượt là trung điểm các cạnh AC, 
BD, AB, CD, AD,BC. Bốn điểm nào sau đây không đồng phẳng ? 

(A) p, Q, R, s ; (B) M, p, R, s ; 

(C) M, R, s, N ; (D )M,N,P,Q. 

2.56. Trong các mệnh đề sau đây, mênh đề nào đúng ? 

(A) Hai đường thẳng lần lượt nằm trên hai mặt phẳng phân biệt thì chéo nhau ; 

(B) Hai đường thẳng không có điểm chung thì chéo nhau ; 

(C) Hai đường thẳng chéo nhau thì không có điểm chung ; 

(D) Hai đường thẳng phân biệt không song song thì chéo nhau. 

2.57. Cho hai đường thẳng a và b chéo nhau. Có bao nhiêu mặt phẳng chứa a và 
song song với b ? 

(A) Vô số; (B) 2 ; (C) 1 ; (D) Không có mặt phẳng nào. 

2.58. Cho tứ diện ABCD. Điểm M thuộc đoạn AC. Mặt phẳng (a) qua M song 
song với AB và AD. Thiết diện của ( a ) với tứ diện ABCD là : 

(A) Hình tam giác ; (B) Hình bình hành ; 

(C) Hình chữ nhật; (D) Hình vuông. 

2.59. Cho các giả thiết sau đây. Giả thiết nào kết luận đường thẳng a song song với 
mặt phăng (a) ? 

(A) a//bvầb/l (à ); (B) a n (a) = 0; 

(C) ơ // bvằb c (a ); (D) a // (p) và (p) II (a). 

2.60. Trong các mệnh đề sau đây, tìm mệnh đề đúng. 

(A) Nếu ( a ) // (/?) và a c (a) , b c (/3) thì a II b\ 


6.BT.HINHHOC11(C)-A 
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(B) Nếu a // ( a) và b II (P) thì a II b\ 

(C) Nếu (a) // (/?) vàac (a) thì a II (/?); 

(D) Nếu a II b vầa c (a),b <z (P) thì .(ỡr) // (/?). 

2.61. Trong không gian, cho hai mặt phẳng phân biệt (cộ và (/?). Có bao nhiêu vị 
trí tương đối giữa (ữ) và (ậ) ? 

(A) 1 ; (B)2; (C) 3; (D) 4. 

2.62. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành ABCD. Giao tuyến của hai 
mặt phẳng ( SAD ) và (SBC) là đường thẳng song song với đường thẳng nào 
sau đây ? 

(A )AC; (B) BD ; (C)AD; (D)SC. 

2.63. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành ABCD. Giả sử M thuộc 
đoạn thẳng SB. Mặt phẳng ( ADM ) cắt hình chóp S.ABCD theo thiết diện 
là hình 

(A) Tam giác ; (B) Hình thang ; 

(C) Hình bình hành ; (D) Hình chữ nhật. 

2.64. Cho tứ diện ABCD. Giả sử M thuộc đoạn BC. Một mặt phẳng ( a) qua M 
song song với AB và CD. Thiết diện của ( a ) và hình tứ diện ABCD là 

(A) Hình thang ; (B) Hình bình hành ; 

(C) Hình tam giác ; (D) Hình ngũ giác. 


HƯỚNG DÂN GIẢI VÀ ĐÁP số 


§1. ĐẠI CƯƠNG VỀ ĐƯỜNG THANG VÀ MẶT PHANG 

2.1. a) Nhận xét: 

Do giả thiết cho IJ không song song với CD và chúng cùng nằm trong mặt 
phẳng (BCD) nên khi kéo dài chúng gặp nhau tại một điểm (h.2.20). 

Gọi K = ỈJ n CD. 

Ta có : M là điểm chung thứ nhất của (ACD) và (IJM ); 
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6.BT.HINHHOCll(C)-B 




Vậy {MIJ) n (ACD) = MK. 
b) Với L = JN n AB, ta có : 
Le JN 
JN c ( MNJ) 


Le AB 
AB c {ABC) 


=> Le {ABC). 


Như vậy L là điểm chung thứ nhất 
của hai mật phẳng {MNJ) và {ABC). 

Gọi p -JL n AD, Q = PM n AC. 
\QePM 

Tacó : * _=> Ổe (MNJ) 

[PM c {MNP) 

[Qe AC 

và \ _ _ Qe{ABC) 

[AC c {ABC) 



nên Q là điểm chung thứ hai của {MNJ) và {ABC). 


Vậy LQ = {ABC) n {MNJ). 


2.2. a) Ta có ngay s, M là hai điểm chung của 
{SBM) và {SCD) nên {SBM) n {SCD) = SM 
(h.2.21). 

b) M là điểm chung thứ nhất của ( AMB) và ( SCD ). 
Gội / = AB o CD. 

Ta có : le AB => /e (ABM). 

Mặt khác / € CD => / € (SCO) 

nên {ABM) n (SCO) = ỈM. 

c) Gọi J — IM o sc. Ta có : J e sc => J e {SAC) 

và J e IM => J e {ABM). Hiển nhiên A e (SAC) 
và Ae (ABM), vậy (S/4C) n (ABM) = AJ. 

2.3. a) Gọi N = DK n AC ■, M = DJ n BC (h.2.22). 
Ta có (07/0 n {ABC) = MN => MN c {ABC). 


s 



ViL = {ABC) n y/c nên dễ thấy L-JKn MN. 
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b) Ta có / là một điểm chung của (ABC) và ( ỊJK). 

Mặt khác vì L = MN n JK mà 
MN c (ABC) và JK c (ỊJK) nên L là 
điểm chung thứ hai của (ABC) và 
(IJK), suy ra (ỈJK) n (ABC) = ỈL. 

Gọi E = IL n AC ; F = EK n CD. Lí B 

luận tương tự ta có EF = (IJK) n (ACD). 

Nối FJ cắt BD tại p ; p là một giao 
điểm (IJK) và (BCD). 



Hình 2.22 


Ta có PF = (1JK) n (BCD) 
và IP = (ABD) n (IJK). 

2.4 .Nhận xét. Trên hình vẽ 2.23 không có 
sẵn đường thẳng nào của mặt phẳng 
(MNK) cắt AD. Ta xét mặt phẳng chứa 
AD chẳng hạn (ACD) rồi tìm giao 
tuyến A của (ACD) với (MNK). Sau 
đó tìm giao điểm I của A và AD, I 
chính là giao điểm phải tìm. 

Gọi L = NK n CD. 

Tac óLe NK => L e (MNK) 



L e CD => L € (ACD) 

nên ML = (ACD) n (MNK) = A. 

An AD = /=>/ = (MNK) n AD. 

2.5. Ta lần lượt tìm giao điểm của mặt 
phẳng (MNP) vói các đường thẳng 
chứa các cạnh của hình chóp (h.2.24). 

Gọi / = MN n SB. 

ịỉeMN .. 

Tacó 1.r. ,.„,_=>/eOMiW > ). 

[MN c (MNP) 

Vậy / = SB n (MNP). 

Từ đó, làm tương tự ta tìm được giao 
điểm của (MNP) vói các cạnh còn lại. 
Cụ thể: 
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Hình 2.24 






Gọi J = 1P n sc, ta có J = sc n (MNP). 
Gọi E = NP n CD, ta có E = CD n (MNP) 
Gọi K=JE n SD, ta có /r = SD n (MNP). 

2.6. Gọi 0 = AC n BD ; 

K = so n AM; 

L = BD n AN; 

P = KL n SD (h.2.25). 

Ta có p = SD n (AMN). 

Nhận xét. Trong cách giải trên, ta lấy 
(SBD) là mặt phẳng cnứa SD, rồi tìm 
giao tuyến của (SBD) với (AMN). Từ 
đó tìm giao điểm của giao tuyến này 
và SD. 

2.7. Ta có / = DE n AB 
DE <= (DEF) => / e (DEF) 

AB e (A5C) => / e G45C) (h.2.26). 

Lí luận tương tự thì J, K cũng lần lượt 
thuộc về hai mặt phẳng trên nên /, J, K 
thuộc về giao tuyến của (ABC) và 
(DEF) nên I, J, K thẳng hàng. 



2.8. a) I, A', B' là ba điểm chung của hai 
mặt phăng (OAB) và (Ịĩ) nên chúng 

thẳng hàng (h.2.27). 

b) I, J, K là ba điểm chung của hai 
mặt phẳng (ABC) và (ABC') nên 
chúng thẳng hàng. 


2.9. Hướng dẫn 

a) s, I, J, G là điểm chung của (SAE) và (SBD) 

b) s, K, L là điểm chung của (SAB) và (SDE). 



Hình 2.27 
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§2. HAI ĐƯỜNG THẲNG CHÉO NHAU 
VÀ HAI ĐƯỜNG THẲNG SONG SONG 

2.10. a) (h.2.28). 

íse (SAC) _■_ 

Ta có : r _l^Se(SAC)n(SBD). 
s e (SBD) 

V 

ÍOe(SAC) 

Giả sử : AC n BD ~0=>\ ' 

{Oe(SBD) 

=> Oe (SAC)n(SBD) 

=> (SAC) n (SBD) = so. 

E 

b) Ta có : (_=> 5 G (SAB) o (SCD). Hình 2.28 

Se(SCD) 

AB c (SAB) 

Ta lại có < CD c ( SCD) => (SAB) n ( SCD ) = Sx và Sx IIABIICD. 
AB//CD 

c) Lập luận tương tự câu b) ta có ( SAD ) n (SBC) = Sy và Sy IIAD IIBC. 
MeAB 

2.11. i* => MN c (ABC) (h.2.29). 

[.NeAC 

Trong tam giác ABC ta có : 

= nBC. 

AB AC 

Hiển nhiên De (DBC)r\(DMN) 

BC c (DBC) 

MN e (DMN) 

BC//MN 

=> (DBC) n (DMN) = Dx và Dx IIBCIIMN. Hinh 2 29 

2.12. a) .. _=> Me (MỈJ)n(ABD) (h.2.30) 

M e AD => M (ABD) 
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U//AB 

Ta cũng có : <//c {MIJ) 

AB c ( ABD ). 

\ 

=> {MIJ) n (AfiD) =d = Mt 
và Mí // 45 // /7. 

b) Ta có Mt IIAB => Mt 1 n BD = N 

r „ „ [KeIN 
IN n JM = K => ^ 

\KeJM. 

Vỉ K E IN => K E {BCD) 



và /Te 7M => Ke {ACD). 

Mặt khác {BCD) n {ACD) = CD do đó K E CD. Do vậy K nằm trên hai nửa 
đường thẳng Cm và Dn thuộc đường thẳng CD. (Để ý rằng nếu M là trung 
điểm của AD thì sẽ khồng có điểm K.) 

\Ke{ABK) 

c) Ta có : \ " „ . => Ke {ABK)n{MỈJ) 

Ke ỉn => Ke {MU) 

\ 


AB c ( ABK) 

mà ị /7 c {MU) => (ABK) n {MIJ) = Kx và Kx IIABII /7. 
AB//U 


2.13. Trong tam giác AỔC (h.2.31) ta có : 

AC 

MPII ACvàMP= 

2 

Trong tam giác ACD ta có : 

AC 

QN IIAC và QN = ~ 

MPIIQN 

Từ đó suy ra (_ 

\MP = QN 

=> tứ giác MPNQ là hình bình hành. 


A 



Hình 2.31 


Do vậy hai đường chéo MN và PQ cắt nhau tại trung điểm o của mỗi đường. 
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Tương tự : PRII QS và PR = QS = 

2 

Do đó tứ giác PRQS là hình bình hành. 

Suy ra hai đường chéo RS và PQ cắt nhau tại trung điểm o của PQ và 

OR = os. 

Vậy ba đoạn thẳng MN, PQ và RS cắt nhau tại trung điểm mỗi đoạn. 


2.14. Gọi K trung điểm của AB (h.2.32). 

Vì I là trọng tâm của tam giác ABC nên 
I € KC và vì J là trọng tâm của tam giác 
ABD nên J G KD. 

Từ đó suy ra Ẹ- = Ẹ- = ị => ỈJII CD. 
KC KD 3 


2.15. a) (h.2.33). 

Ta có : / G (SAD) => / G ( SAD ) n ỢBC). 



AD // BC 

< AD c (SAD) => ( SAD ) n (/SC) = PQ 
BCa(IBC) 

V. 


A 



Hình 2.32 


vằPQ/IAD/IBC. (1) 

Tương tự : J e (SBC) ^ J e (SBC) n ỰAD). 
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Do đó :EF = (AMND) n ( PBCQ). 


Mà < _suy ra EF // AD // BC // MN // PQ. 

[MN//PQ 

Tính EF :CP n EF = K => EF = EK + KF 


EKIIBC 


PMIIAB 


EK _PE 
BC PB 

PE _ PM 
EB ~ AB 


(*) 


Mà 


, PM SP 2 PE 2 

-= — = — suy ra —— - — 

AB SA 3 EB 3 


EK PE 


PE 


Từ (*) suy ra —- = —— = — = —— 

BC PB PE + EB . | EB 


1 


PE 


1 + ! 

2 


2 

5 


Tương tự ta tính được KF = 

Vậy :£F= ịđ + ịz?= 4(đ + z?).- 
5 5 5 


2 __ 2 . 
EK= ^BC = ^b. 

5 5 


§3. ĐƯỜNG THẲNG VÀ MẶT PHANG SONG SONG 

2.16. Gọi I là trung điểm CD (h.2.34). 


Vì G, là trọng tâm của tam giác ACD nên ơ| € AI. 

A 
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2.17. a) Ta có : 00' IIDF (dường trung bình của tam giác BDF) (h.2.35). 
Vì DF c (ADF) => 00’H(ADF). 

Tương tự 00 '// EC (đường trung bình của tam giác AEC). 

Vì EC c (BCE) nên 00’// (BCE). 


b) Gọi I là trung điểm của AB ; 

Vì M là trọng tâm của tam giác ABD nên M e DI. 
Vì N là trọng tâm của tam giác ABE nên Ne Eỉ. 


Ta có: < 


IM 

ID 

ỈN_ 

IE 


Ị_ 

3 

ì_ 

3 


Mà 


CD//AB 
CD = AB 
EF//AB 
EF = AB 



MNỈ/DE __ 

:: => MNí/(CEF). 

[DE(Z(CEF ) 


Hình 2.35 


:>c 


2.18. a) Dễ thấy s là một điểm chung của 
hai mặt phẳng (SAD) và (SBC) (h.2.36). 


Ta có : 


AD c (SAD) 
< BC c (SBC) 
AD//BC 

V 


=> (SAD) n (SBC) = Sx 

và Sx IIADIIBC. 

b) Ta có : MN // IA // CD 

AM IN 1 
AD ~ ỈC ~3 


5 X 



Hình 2.36 
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, /0 1 ,„ 1X . , .... IG ỈN 1 

m à = 2- (0 là trọng tâm của ASAB) nên = 4- => GNII sc 

ỉò J /ư / c J 

sc c (SCO) => ơ/v II (SCD). 

c) Giả sử IM cắt co tại K ^SKc (SCD) 


MNIICD 


MN IN 


CK IC 3 /Ả" 3 


IM 1 


Ta có 


IG_ 

IS 

IM 

IK 


1 

3 

1 

3 


GMIISK => GMII (SCD). 


Ta có: 


( 1 ) 


BCIIAD 


DG _ 2 
D// " 3 

OD OA AD 


OB oc BC 
OD = 205 
0D 2 

T^r = í" (2) 

50 3 

Từ (1) và (2) => —— = - 3 — => 

DH BD 

BH c (SBC) => OGII (SBC). 


= 2 


OGIIBH. 



Hình 2.37 


D 


b) Gọi M' là trung điểm của SA => MM' I/ AD và MM' = —— • Mặt khác vì 

AD 

BCIIAD và 5C = — nên BCIIMM' và BC = MM'. 

2 

Do đó tứ giác BCMM' là hình bình hành => CM // 5M' mà 5AT c (SA5) 

=> CMII (SAB). 

c) Ta có : = — nên ^4 = ì • Mặt khác vì sc = Ậ s/ nên = -7 

OA 2 CA 3 2 cs 3 
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ọc C7 
^ CA ~ cs 


^ 01 /ISA. 


01 c (fi/D) ^ 5/1 // (fi/D). 


2.20. a) 


Í(tf)//A£ 
[AB c (ABC) 


=> (ớt) n (ABC) = MN và MN // AB. 


Ta có Ne(BCD) (h.2.38) 


, \(a)IICD 
và < 

1 CD c (BCD) 

nên (a) n (flCD) = NP và /V/ 5 // CD. 
Ta có Pe(ABD) 


A 



c 

Hình 2.38 


và J 11M _nê n (à) n (ABD) = PQ và PQIIAB. 

[AB c (/ifiD) 


[Qe(ACD) . y _ __ ■ 

' nên (a)n(ACD) = MQ và MQ//CD. 

{(a)//CD 

Do đó M/V // /><2 và /V/ 5 // MỔ. Vậy tứ giác MNPQ là hình bình hành. 

b) Ta có : M/ 5 n NQ = o. Gọi / là trung điểm của CD. 

Trong tam giác ACD có : MQ IICD =>AỈ cắt MQ tại trung điểm E của MQ. 

Trong tam giác BCD có : NPIICD => BI cắt NP tại trung điểm F của NP. 

_ .. , y ÍEF//MN ■ 

VI MNPQ là hình bình hành nên ta có <n.. 

[ơlà trung điểm EF. 

EF // MN => EFIIAB. 

Trong A ABI ta có EFIIAB suy ra : 10 cắt AẸ tại trung điểm J 
=> 1,0, J thẳng hàng 
=> o G IJ cố định. 

Vì M di động trên đoạn AC nên o chạy trong đoạn IJ. Vậy tập hợp các điểm 
o là đoạn IJ. 
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2.21. a) Vì M e (5/45) (h.2.39) 

và ị[ a)//S ^ _ nên (a)n(SAB) = MN và MN//SA. 
[5/4 c (5/45) 

Vì N e (SBC, 

v ka)//BC , __ 

và í _ _ nên (a)n(SBC) = NP 

BC c (55C) 

vầNP//BC (1) 


QeCD^Qe (ABCD) 

^ Xí V / Hình 2 39 

Í(tf)//5C .. 

và _nê n (ar) n (/45CD) = ỔM 

[5C <z (ABCD) 

và ỔM // 5C (2) 

Từ(l)và (2) suy ra tứ giác MNPQ là hình thang. 

5 e (5/45) n (5C£>). 

b) Ta có : < /45 c (5/45), C£> c (5C£>) => (5/45) n (5C£>) = 5jc và 5 jc //A5 // czx 
AB//CD 

V 

7eWJV 

M/V n PQ = / => <! 

[/e PQ. 

MN c (5/45) => / e (5/45), PQ c (5C£>) => / € (5CD) 

=> / e (5/45) n (5CD) =>IeSx. 

(SAB) và (SCD) cố định => 5x cố định =>/ thuộc Sx cố định. 

§4. HAI MẶT PHẲNG SONG SONG 

2.22. Gọi /, J và K lần lượt là trung điểm của các cạnh BC, CD và BD. 

Theo tính chất trọng tâm của tam giác ta có : 


P,Qe (a) 
P,Qe (SCD) 


(a) n (SCD) = PQ. 
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AGị AG 2 /4G 3 2 

~ÃỈ = AJ ~ÃK = 3 

=> Ơ 1 Ơ 2 HỈJ (h.2.40). 

/y c ( BCD ) => ƠJƠ 2 // (BCD). 
Tương tự ta có Ơ 2 Ơ 3 ll(BCD). 
G ì G 2 ,G 2 G 3 cíơịơ^) 

=> (ơ 1 ơ 2 ơ 3 )//(fiCD). 


2.23. a) Ta có 


Ax/I Dt 
Dt<z(Cz,Dt) 


A 



c 

Hình 2.40 


=> Ax // (Cz, Dí) (h.2.41). 

Ị => AB // (Cz, Dí). 

CD c (Cz,Dí) 

Từ Ax, c (Ax, fiy) suy ra (Ar, By) // (Cz, DO- 
Tương tự ta có (Ax, DO // (fiy, Cz). 

(or) n (Ax, By) = /4'£' 

b) < (a)n(Cz,Dt) = ƠD' => A'B'HC'D' (1) 
(Ax, By) II {Cz, Dt ) 

V 

(or) n (Ax, DO = /TD' 

< (flf)n(Ạy,Cz) = fi'c' => A'D'IIB'C'. (2) 

(Ax, Dt)ll(Bỵ, Cz) 

V 



Hình 2.41 


Từ (1) và (2) suy ra tứ giác A'B'C'D’ là hình bình hành. 

c) Gọi o, O’ lần lượt là tâm các hình bình hành ABCD, A'B'C’D’. Dễ thấy ớớ' 

AA' + CC' 

là đường trung bình của hình thang AA'C'C, suy ra ớớ r =- - - 


Tương tự ta có : ƠƠ' = => AA' + CC' = BB' + DD\ 
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2 ' 24 ' a) í =>ADI/ (BCE) 

[BC c ( BCE ) 


AF//BE 

ì „1 . => AFII (BCE) 

[BE c (£C£) 

Mà AD, /4F <z (ADF) 
nên (i4£>F) // (fiC£) (h.2.42). 

b) Vì ABCD và ABEF là các hình 
vuông nên AC = ££. Ta có : 

AM' AM 


MM’ IICD 


NN’//AB 


AD AC 
AN' _ BN 
AF ~~BẼ 


So sánh (1) và (2) ta được 


Ạự_ _ AN' 
AD ~~ÃẼ 


I N 


ỉ /ỈA 

/ A- 

M ' 


Hình 2.42 


M’N’ II DE. 


c) Từ chứng minh trên suy ra DFII ( MM’N'N ) 

NN'//AB=>NN'IIEF) 

‘" ■ \=> EFỈỈ (MM’N’N). 

NN(Z(MMNN) í 




Mà DF, EF c (DEF) nên (DEF) II (MM’N’N). 

Vì MN c ( MM'N'N ) và (MM'N'N)//(DEF) nên MNII (DEF). 


2.25. a) Ta có II’ IIBB’ và //' = BB’. 

Mặt khác AA’I/ BB’ và AA’ - BB’ nên : 

AA’I/ II’ vằAA’ = II’ 

=> AATI là hình bình hành 
=> AI IIAT (h.2.43). 


b) Ta có 


Ae (AB'Ơ) 
K A € (AA'Ị'Ị) 


^Ae (AB'C')n(AA'l'Ị). 


Tương tự: 


17 '€ B'c' 

< I'e (AA'I'I) 

V 


=> I'e ( AB'C') 
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^ I’e (AB'n n (AATĩ) =* (.AB’n n (AATỊ) = AI’. 

Đặt AI’ n A'I = E. Ta có : \ E _ G IA - 

Ee AI' 

Vậy E là giao điểm củá A'I và mặt phẳng ( AB’C '). 


Ee(AB'ơ). 


c) Ta có : A’B n AB' = M 


Tương tự : AC’ n A'C = N => 
Vậy ( AB'C' ) n (ABC) = MN. 


M e (AB'C) 
\m e (ABC). 

Ne(AB'C') 
N G (ABC). 


2.26. a) Ta có tứ giác AA’C'C là hình bình 
hành (h.2.44) suy ra A’C cắt AC' tại 
trung điểm I của mỗi dường. 

Do dó IH II CB’ (dường trung bình của 
tam giác CB’A T 

Mặt khác IH c (AHC) nên CB' II (AHC). 


b) Ta có : ị 


mà < 


A e (AB C') 

Ae (ABC) 

A là điểm chung của (ABV') và (ABC). 

B'c' I/ BC 
B'ơ c (AB'Ơ) 

BC c (ABC) 


nên c AB 'CO n (ABC) = AxvầAx IIBCII B’C, 

2.27. Trong mặt phẳng (ADF), kẻ dường 
thẳng MPIIDF (P e AF). 

- . AP AM BN „ _ ... 

PF MD NE { ' 

nên PNIIFE. Do dó (MNP) II (DEF). 

Vậy MN song song với mặt phảng 
(DEF) cố định. 




Hình 2.45 
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2.28. a) Trường hợp 1. c N 2 D 

I thuộc đoạn AO (0 < X <^~) 

2 

Khi đó / ở vị trí /j (h.2.46). 

Ta có : ( a ) // ( SBD) 

(a)//BD 
(ỚT)//50 

VI (tí) // BD nên (tí) cắt 
(ABD) theo giao tuyến 
M. N. (qua /,) song 

song với BD. 

6 B M, A 

Tương tự (tí) // SO nên 

(tí) cắt (SOA) theo giao Hinh 2 46 ' 

tuyến 5./. song song 

với 50. 

Ta có thiết diện trong trường hợp này là tam giác 5.M./V,. 

Nhận xét. Dễ thấy rằng 5 jMj //56 và SịNị //50. Lúc đó tam giác 5 jMjA/' 1 đều. 

Trường hợp 2.1 thuộc đoạn oc (< X < a) 

Khi đó / ở vị trí Ij ■ Tương tự như trường hợp 1 ta có thiết diện là tam giác đều 
S 2 M 2 N 2 có M 2 N 2 IIBD, S 2 M 2 USB, S 2 N 2 USD. 

Trường hợp 3.1 = 0: Thiết diện chính là tam giác đều SBD. 
b) Ta lần lượt tìm diện tích thiết diện trong các trưòng hợp 1,2, 3. 

Trường hợp 1.1 thuộc đoạn AO (0 < X < --) 

2 

= ị MịV| 2 = Í2xÝ 

$SBD V BD J a ) 

c _4x 2 c _4x 2 b 2 S b 2 x 2 S 

\m x N x a 2 2 




7.BT.HINHHOC11(C)-A 
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a 


Trường hợp 2. ỉ thuộc đoạn oc <x<a) 


s s 2 m 2 n 2 J 


SBD 


K 


BD 


\2 


J 


2{a - Jf) 


i2 


a 


' S 2 M 2 N 2 


4 , a 2 b 2 S _b 2 JĨ 

2 (a ~ x) 4 = - 


(a - x)‘ 


a 


a' 


Trường hợp 3. ỉ =0 

b 2 S 


} SBD 


Tóm lại sthiết diện 




b 2 x 2 S 

a 2 

b\ỊỊ 

4 

b 2 S 


(a-xỴ 


a 


n _ a 

nêu 0 < X < — 
2 

nêu X — — 

2 


a 

nêu -~<x<a. 
2 


c) Đồ thị của hàm số 5 theo biến X như sau : 



Hình 2.47 


v ậy s thiết diện 


lớn nhất khi và chỉ khi X = ị- 

2 
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2.2». Vì (a)//(/ĩ)/Hỵ) nên = ~ 

AB BL 

Mặt khác ta có : 

AB _ BC = AB + BC _ AC ^ 
A'B' B'c' ~ A'ư+B'ơ~ A'c' K ' ' 


Suy ra : A'B' = 


A'C'.AB 18.5 


= 10 . 


AC 9 

Vậy A’B'= 10 và B'c'= 
Vậy B’C' =8. 


A'Ơ.BC 18.4 


AC 


= 8 . 


a 

\a 

/ A 
/a ] 

_U / y/ 

1 


Ị 

/ể\ ầ 

-; B’ ỵ 

1 


Ị 

Ấ c 

/ĩ 1 1 
z 1 L 

_1_/ 


2.30. Qua / kẻ đường thẳng song song 
với CD cắt AC tại H, ta có : 


Hình 2.48 


HA ỈA 


Mặt khác 


HC ỈD 
IA JB 


(h.2.49). 


nên 


ỈD JC 
HA JB 


HC JC 


Suy ra HJIIAB. 

Như vậy mặt phảng (IJH) song song 
với AB và CD. 

Gọi {tí) là mặt phẳng qua AB và song song với CD, ta có 

f(ỡr)//(/y//> 

1 .. ,=> u // {tí). 

[// c {IJH) 

Vậy ỈJ song song với mặt phẳng {tí) cố định. 



D 


2.31. a) Gọi {P) là mặt phảng xác định bởi hai đường thẳng AB và Ax. 

Do Ax II {tí) nên {(3) sẽ cắt {tí) theo giao tuyến Bx' song song với Ax (h.2.50). 

Ta có M’ là diểm chung của {tí) và {(3) nên M’ thuộc Bx". 

Khi M trùng A thì M’ trùng B nên tập hợp M’ là tia Bx. 
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M 


b) Ta có tứ giác ABM'M là hình bình 
hành nên BM' = AM = BN. 


Tam giác BM'N cân tại B. 

Suy ra trung điểm J của cạnh đáy NM' 
thuộc phân giác trong Bt của góc B 
trong tam giác cân BNM’. Dễ thấy rằng 
Bt cố định! 

Gọi o là trung điểm của AB. Trong mặt 
phẳng (AB, Bt), tứ giác OB.ỈỈ là hình bình 

hành nên JI = BO. Do đó / là ảnh của J 




Hình 2.50 


trong phép tịnh tiến theo vectơ BO. Vậy 
tập hợp / là tia Ot’ song song với Bt. 


§5. PHÉP CHIẾU SONG SONG. 

HÌNH BIỂU DIỄN CỦA MỘT HỈNH KHÔNG GIAN 


2.32. Giả sử a và b là hai đường thẳng chéo 
nhau có hình chiếu là a’ và b’. Nếu mặt 
phẳng ( a, a') và mặt phảng ( b, b") song 
song với nhau thì a'll b'. Vậy hình chiếu 
song song của hai đường thẳng chéo 
nhau có thể song song (h.2.51). 

Nếu a và b là hai đường thẳng cắt nhau 
tại o và hình chiếu của o là O' thì O 'e á 
và O' e b' tức là a' và b' có điểm chung. 
Vậy hình chiếu song song của hai đường 
thẳng cắt nhau không thể song song được. 

2.33. Cho tam giác ABC bất kì nằm trong 
mặt phẳng (à). Gọi ( /3) là mặt phẳng qua 
BC và khác với (à). Trong {Jỹ) ta vẽ tam 
giác đều BCD. Vậy ta có thể xem tam 
giác ABC cho trước là hình chiếu song 
song của tam giác đều DBC theo phương 
chiếu DA lên mặt phẳng ( a ) (h.2.52). 



Hình 2.52 
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2.34. Vói hình lục giác đều ABCDEF ta nhận thấy : 

- Tứ giác OABC là hình bình hành (vừa là hình thoi); 

- Các điểm D, E, F lần lượt là các điểm đối xứng của các điểm A, B, c qua 


tâm o (h.2.53). 




Từ đó ta suy ra cách vẽ hình biểu diễn của lục giác đều ABCDEF như sau : 

- Vẽ hình bình hành 0'A'B'C' biểu diễn cho hình bình hành OABC. 

- Lấy các điểm D\ E\ F’ lẩn lượt đối xứng của A', B', C' qua tâm 0\ ta được 
hình biểu diễn A 'B'C’D'E'F' của hình lục giác đều ABCDEF (h.2.54). 

d 5 Chú ý. Ta có thể vẽ hình biểu diễn hình lục giác đểu dựa trên sự phân tích sau 
đây ơ hình thực ABCDEF (h.2.53): 

- Tứ giác ABDE là hình chữ nhật; , 

- Gọi / là trung điểm của cạnh AE và H là trung điểm của cạnh BD ; 

- Các điểm F và c đối xứng của o lần lượt qua I và H. 

Từ đó ta có cách vẽ sau đây : 

- Vẽ hình bình hành 
A'B'D’E' biểu diễn cho hình 
chữ nhật ABDE. 

- Gọi /' và H’ lần lượt là 
trung điểm của A'E’ và B'D’. 

- Lấy F' đối xứng với O' qua 
/' và C' đối xứng với O' qua 
H\ ta được hình biểu diễn 
A'B'C'D’E'F' của hình lục 
giác đều (h.2.55). 
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2.35. Giả sử trên hình thực ta có đường tròn tâm o cùng với hai đường kính vuông 
góc của đường tròn đó là AB và CD (h.2.56). Nếu ta vẽ thêm một dây cung EF 
song song với AB thì đường kính CD sẽ đi qua trung điểm / của đoạn EF. Từ 
đó ta suy ra cách vẽ sau đây : - 

a) Vẽ hình elip biểu diễn cho đường 
tròn và vẽ đường kính A'B' của hình 
elip đó. Đường kính này đi qua tâm O' A 
của elip. 

b) Vẽ một dây cung E'F' song song với 

đường kính A'B'. Gọi /' là trung điểm 
của E'F\ Đường thẳng OT cắt elip tại 
hai điểm C' và D\ Ta có A'B’ và C’D' ià Hình 2 56 



hình biểu diễn của hai đường kính 
vuông góc với nhau của đường tròn 
(h.2.57) 

Nhận xét. Hình bình hành A'C'B'D' là 
hình biểu diễn của hình vuông ACBD 
nội tiếp trong một đường tròn. 



Hình 2.57 


2.36. Cho tứ diện ABCD. Gọi d. là một đường 
thẳng không song song với các cạnh của 
tứ diện và (cộ là một mặt phẳng cắt d. 
Gọi A', B\ C', D’ lần lượt là hình chiếu 
của A,B,C,D trên mặt phẳng (à). Gọi p 
và Q lần lượt là trung điểm của hai cạnh 
đối diện AB và CD. Khi đó hình chiếu P' 
và Q' của p và Q sẽ lần lượt là trung 
điểm của A'B'\ầC'D'. 

Muốn cho A\ B\ c\ D' là các đỉnh của 
một hình bình hành ta chỉ cần chọn 
phưcmg chiếu d sao cho d song song 
với đường thẳng PQ (h.2.58). 

Vậy để hình chiếu song song của một tứ 
diện là một hình bình hành ta có thể chọn : 



Hình 2.58 


- Phưong chiếu d là phưcmg của một trong ba đường thẳng đi qua trung điểm 
của hai cạnh đối diện của tứ diện cho trước ; 


- Mạt phẳng chiếu (à) là mặt phẳng tuỳ ý, nhưng phải cắt đường thẳng d. 
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CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG II 


2.37. a) CC//BB' => MCC' co MBB' (h.2.59) 

IB Bư_ _ b_ 
lc~ Cơ ~ c 

CC//AA' => A JCC' co A JAA' 

JC Cơ _ c 
JA ~ AĂ - a 

A’A IIBB’ => AKAA'ư> A KBB' 

KA _AA' _a 
^ ~KB - BB' - b 

4/ ỈB JC KA b c a , 

Do đó : — • —— • —— =-- = 1. 

IC JA KB c a b 

b) Gọi H và H’ lần lượt là trung điểm 
các cạnh BC và B'C\ Vì HH' là đường 
trung bình của hình thang BB'C'C nên 
HH' IIBB’. 

Mà BB'ịị AA' suy ra HH' IIAA 



Hình 2.59 


Ta có : G G AH và G’ G A'H' và ta có : \ 


AG _ 2 
AH ~ 3 
A'ơ 2 


l A'H' 3 


c) AH' n CiG' = M =í> GG’ = G’M + MG 
Ta có : G'M //AA' => A HG'M co A H'A'A 


AA' IIGG' I/ HH'. 


G'M _ H'G' 1 1 1 

G M = --AA =-a 

AA' H'A' 3 3 3 


MGIIHH’ => AAMGco AAH’H 


MG AG 2 . _ 2 

-77777 = -777 = 4 => MG = =-HH . 

Hư AH 3 3 





Mặt khác HH' là đường trung bình của hình thang BB’C’C nên 


HH' = 


BB' + CƠ b + c 


MG = ịHH' = ị.^ = ị(b + c) 

3 3 2 3 


Do đó : GG’ = G'M + MG = ^a + ị(b + c) = ị(a + b + c). 
Vậy GG’= ị(ơ + b + c). 


2.38. a) MB' qua M và song song với (ABC) và (ABD) => MB' song song với giao 
tuyến AB của hai mặt phẳng này. Ta có : MB' II AB nên MB' và AB xác định 
một mặt phăng. Giả sử MB cắt AB' tại / (h.2.60) 

Ta có : / G BM => / G (BCD) 

Ị € AB' => / e (ACD) 

=> / e (BCD) n (ACD) = CD 


I G CD. 

Vậy ba đường thẳng AB\ BM và CD đồng quy tại /. 

b )MB’//AB^> = 

AB IB 

Kẻ MM' 1 CD và BH 1 CD. 

,, D „ /M MM' 

Ta có : MM // 


Mặt khác : 


/fi fi// 
1 



Hình 2.60 


dt(AMCD) = --CD.MM' 

2 

dt(ABCD) = ị-CD.BH 

ự/ (ầMCD) _ 2 CDMM ' MM' 
dt(ABCD) ~ \ CDBH ~ BH 

2 

Do đó • - /M _ MM ' _ dt(AMCD) MB' _ dt(AMCD) 

° : AB~ IB BH dt(ABCD) ậy - dt(ABCD) 
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c) Tương tự ta có : 


MƠ dt(AMBD) 
~CÃ ~ dt(ầBCD) 


MD' dt(AMBC) 
DA - dt(ABCD) 


MB' Mơ MƯ dt(AMCD) dt(AMBD) | dt(AMBC) 
: AB + CA + DA dt(ABCD) dt(ABCD) dt(ABCD) 


dtiẠMCD) + dt(AMBD) + dt(AMBC) 
dt(ABCD) 

dt(ABCD) _ 
dt(ABCD) ~ 


2.39. a) Gọi M và M’ tương ứng là trung điểm 
của AC và A’C\ ta có : 

l e BM, G e ƠM, K e fl'M'(h.2.61). 

Theo tính chất trọng tâm của tam giác ta có : 


MB Mơ 3 

ML = MjL = ị và MM’ ỉỉ BB’ => ỈKHBB’. 
MB M'B' 3 


ịlGI/BƠ 
Ta có : < 

Bơ c (BBƠC) 


=> ỈGII (BBƠC) 



Hình 2.61 


ỈK // BB' 

[BB' c(BBƠ'C) 


=> 1KII ( BBƠC). 


Mặt khác ỈG và ỈK c ( ỈGK) nên (ỈGK) ỊỊ (BBƠC). 

b) Gọi EvằF tương ứng là trung điểm của BC và B’C\ o trung điểm của A’C. 

A, I, E thẳng hàng nên (ẠIB r ) chính là ( AEB'). A',G,C thẳng hàng nên (A'GK) 
chính là ( A'CF ). 

Ta có BE // CF, (do B'FCE là hình bình hành) và AE//AE nên (AJB r ) II (AGK). 


2.40. a) Ta có mặt phẳng (AA\ DD r ) song song với mặt phẳng (BB\ cc r ). Mật 
phẳng (MNP) cắt hai mặt phẳng nói trên theo hai giao tuyến song song. 
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Nếu gọi Q là điểm trên cạnh 
BB' sao cho NQ II PM thì Q là 
giao điểm của đường thẳng BB' 
với mặt phẳng (MNP) (h.2.62). 

Nhận xét. Ta có thể tìm điểm 
Q bằng cách nối p với trung 
điểm I của đoạn MN và đường 
thẳng PI cắt BB' tại Q. 

b) Vì mặt phẳng (AA\ BB') 
song song với mặt phẳng 
(DD\ cơ) nên ta có MQIIPN. 
Do đó mặt phẳng (MNP) cắt 
hình hộp theo thiết diện 
MPNQ là một hình bình hành. 



c) Giả sử p không phải là trung điểm của đoạn DD\ Gọi H = PN Pi DC, 
K = MP Pi AD. Ta có d = HK là giao tuyến của mặt phang (MNP) với mặt 
phảng (ABCD) của hình hộp. Chú ý rằng giao điểm E - AB n MQ cũng nằm 
trên giao tuyến d nói trên. Khi p là trung điểm của DD’ mặt phẳng (MNP) song 
song với mặt phẳng (ABCD). 


2.41. a) Vẽ MP song song với AC và cắt CD tại p. 


, AM CP CN 
Tacó-= = —— ■ 

MD PD Nơ 
Do đó PNII Dơ IIAB' (h.2.63) 

Đường thẳng MN thuộc mặt 
phẳng (MNP) và mặt phẳng 
này có MP II AC và PN n AB’. 
Vậy mặt phẳng (MNP) song 
song với mặt phẳng (ACB') và 
do đó MNII (ACB r ). 

b) Vì mặt phẳng (MNP) song 
song với mặt phẳng (ACB') nên 
hai mặt phẳng đó cắt các mặt 
bên của hình hộp theo các giao 
tuyến song song. 



Hình 2.63 
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Ta vẽ NQ // CB\ QR/I C'A' (// CA), RSIIAB' (// PN) và tất nhiên SM H QN. 
Thiêt diện của hình hộp cắt bởi mặt phẳng đi qua MN và song song với mật 
phẳng (ACB') là hình lục giác MPNQRS có các cạnh đối diện song song vơi 
nhau từng đôi một: MPI/ RQ, PNIISR, NQIIMS. 


2 . 42 . a) Hình bình hành ACCA’ có hai 
đường,chéo là AC’ và A’C cắt nhau tại 
trung điểm M của mỗi đường. Tương tự, 
hai đường chéo BI)’ và B’D cắt nhau tại 
trung điểm N của mỗi đường (h.2.64). 

b) Trung điểm E của AC là hình chiếu 
của trung điểm M của AC' theo phương 
của cạnh lăng trụ. Tương tự, trung điểm 
F là hình chiếu trung điểm N của đường 
chéo BD’ trên BD. Ta có EM II CC’ va 

cc' 

EM = —f-- 
2 

.... ... _ n/Y 

Mặt khác EN II DD’ và FN = ——. Từ 

2 

đó ta suy ra tứ giác MNFE là hình bình 
hành và ta có MN = EF. 



Hinh 2.64 


2.43. a) Mặt phẳng (M, d) cắt (a) theo giao 
tuyến M I M^ ■ Điểm 0/4 cũng thuộc giao 

tuyến đó. Vậy đường thẳng MịM 2 luôn 
luôn đi qua điểm A cố định (h.2.65). 

b) Mặt phẳng (M, d) cắt (P) theo giao 
tuyến BM. Điểm K thuộc giáo tuyến đó 
nên ba điểm K, B, M thẳng hàng. 

c) Giả sử b cắt m tại / thì mặt phẳng 
(5j, b) luôn luôn cắt (à) theo giao tuyến 

ỈM ị. Do đó điểm Mị di động trên giao 

tuyến IM I cố định. Còn khi M di động 

trên b thì mặt phẳng (S 2 , b) cắt (cộ theo 

giao tuyến IM 2 . Do đó điểm M 2 chạy 

trên giao tuyến IM 2 cố định. 


5 , 



Hình 2.65 
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2.44. Ta xác định thiết diện của hình lập phương cắt bởi các mặt phẳng sau : 

- Mặt phẳng (EFB) : ta vẽ FG // AB và được thiết diện là hình chữ nhật ABGF 
(h.2.66), G là trung điểm của cc\ 



Hình 2.66 


Hình 2.67 


B 



B 

G 


B' 



H 


B ' 


- Mặt phẳng ( EFC ) : Nối FC và vẽ EG // FC y ta được thiết diện là hinh thang 

ECFG (h.2.67) (AG = ị AA'). 

4 

- Mặt phẳng (EFC r ) : Nối FC' và vẽ EG II FC\ Nối GC’ và vẽ FHII GC. Ta 
được thiết diện là hình ngũ giác EGCTH (h.2.68) 

(BG = ị BB\ AH = ị AD). 

4 3 
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- Mặt phẳng ( EFK ) với K là trung điểm của đoạn B'C'. Lấy trung điểm E' của 
đoạn A'B'. Ta c 6 1 = EF n E'D'. Ta có IK là giao tuyến của hai mặt phảng 
(EFK) và {A'B C'D t ). Gọi G = IKn C'D'. Nối F với G, vẽ EHIIFG. Nối K với 
H, vẽ FL II KH và nối L với E. Ta được thiết diện là hình lục giác đều 
EHKGEL (h.2.69) 

(G, H, L theo thứ tự là trung điểm của D’C\ B'B, AD). 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 


2.45. (C) 

2.46. (D) 

2.47. (D) 

2.48. (D) 

2.49. (B) 

2.50. (C) 

2.51. (A) 

2.52. (D) 

2.53. (C) 

2.54. (B) 

2.55. (B) 

2.56. (C) 

2.57. (C) 

2.58. (À) 

2.59. (B) 

2.60. (C) 

2.61. (B) 

2.62. (C) 

2.63. (B) 

2.64. (B) 
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CHƯƠNG III 


VECT0 TRONG KHỐNG GIAN. 

QUAN HỆ VUÔNG Gồc TRONG KHONG gian 

§1. VECTƠ TRONG KHÔNG GIAN 

A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

I. CÁC ĐỊNH NGHĨA 

1. Vectơ, giá và độ dài của vectơ 

• Vectơ trong không gian là một đoạn thẳng có hướng. 

Kí hiệu AB chỉ vectơ có điểm đầu Ạ, điểm cuối B. Vectơ còn được kí hiệu là 

ã, b, X, ỷ, ... 

• Giá của vectơ là đường thẳng đi qua điểm đầu và điểm cuối của vectơ đó. 
Hai vectơ được gọi là cùng phương nếu giá của chúng song song hoặc trùng 
nhau. Ngược lại hai vectơ có giá cắt nhau được gọi là hai vectơ không cùng 
phương. Hai vectơ cùng phương thì có thể cùng hướng hay ngược hướng. 

• Độ dài của vectơ là độ dài của đoạn thẳng có hai đầu mút là điểm đầu và 
điểm cuối của vectơ đó. Vectơ có độ dài bằng 1 được gọi là vectơđơn vị. Ta kí 

hiệu độ dài của vectơ là AB . Như vậy AB = AB. 
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2. Hai vectơbằng nhau, vectơ- không 

• Hai vectơ a và b được gọi là bằng nhau nếu chúng có cùng độ dài và cùng 
hướng. Khi đó ta kí hiệu ã = b. 


• “Vectơ - không ” là một vectơ đặc biệt có điểm đầu và điểm cuối trùng nhau, 

nghĩa là với mọi điểm /4tuỳ ý ta có AA = 0 và khi đó mọi đường thẳng đi qua 

điểm A đều chứa vectơ AA . Do đó ta quy ước mọi vectơ 0 đều bằng nhau, có 
độ dài bằng 0 và cùng phương, cùng hướng với mọi vectơ. Do đó ta viết 

AA = BB với mọi điểm A, B tuỳ ý. 


II. PHÉP CỘNG VÀ PHÉP TRỪ VECTƠ 

1. Định nghĩa 

• Cho hai vectơ 5 và b. Trong không gian lấy một điểm A tuỳ ý, vẽ 
AB = 5, BC = b. Vectơ AC được gọi là tổng của hai vectơ 5 và b, đồng thời 

dược kí hiệu AC = AB + BC - ã + ĩ). 

• Vectơ ĩ> là vectơ đối của ã nếu lòl = |5| và ã, ĩ) ngược hướng với nhau, 
kí hiệu b = -ã. 

• ã - b - ã + (~b). 

2. Tính chất 

• ã + b = b + ã (tính chất giao hoán) 

• (ã + b) + c = ã + (b+c) (tính chất kết hợp) 

• 5 + 0 = 0 + 3 = a (tính chất của vectơ 0) 

• ã' + (-ã ) = -ã + 3 = 0. 


3. Các quy tắc cần nhớ khi tính toán 

a) Quỵ tắc ba điểm 

Với ba điểm A,B,C bất kì ta có : 

ÃB + BC = ÃC 

BC = ÃC-AB (h.3.1). 


A 



Hình 3.1 
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b) Quy tắc hình bình hành 
Với hình binh hành ABCD ta có : 

ÃC = ÃB + ÃD (h.3.2). 



c) Quy tắc hình hộp 

Cho hình hộp ÁBCD.A'B'C’D’ 
với AB, AD, AA' là ba cạnh có 
chung đỉnh A và AC' là đường 
chéo (h.3.3), ta có : 

ÃC' = ÃB + ÃD + ÃA'. 

d) Mỏ rộng quy tắc ba điểm 

Chon điểm /4|, /4 2 , ...,A n bất kì (h.3.4), 

ta cọ I AjA 2 + A^A-^ + ... + A n _[A n AịA n . 


Hình 3.2 

D c 



A’ B’ 

Hình 3.3 


A} a 2 

III. TÍCH CỦA VECTƠ VỚI MỘT số 

1. Định nghĩa. Cho số & * 0 và vectơ 5*0. Tích của vectơ ã với số k là một 
vectơ, kí hiệu là kã , cùng hướng với ã nếu k > 0, ngược hướng với ã nếu 
Ấ: < 0 và có độ dài bằng |ấ:|.|3| . 

2. Tính chất. Với mọi vectơ ã, b và mọi số m, n ta có : 

• m(ã + b) = mã + mb ; 

• (m + n)a = mã + na ; 

• m (nã) = (mn)ã ; 

• 1.3 = 3; (- 1).3 = -3; 

• 0.3 = õ; 0 = 0. 
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IV. ĐIỂU KIỆN ĐÒNG PHANG của ba VECTƠ 


1. Khái niệm về sự dồng phẳng của ba vectơ trong không gian 

Cho ba vectơ ã, b, c đều khác 0 trong không gian. Từ một điểm o bất kì ta 
vẽ OA = ã, OB = b, oc = c . Khi đó xảy ra hai trường hợp : 

• Trường hợp các đường thẳng OA, OB, oc không cùng nằm trong một mặt 
phẳng, ta nói ba vectơ ã, b, c không đồng phẳng. 

• Trường hợp các đường thẳng OA, OB, oc cùng nằm trong một mạt phảng 
thì ta nói ba vectơ ã, b, c đồng phẳng. 


2. Định nghĩa 

Trong không gian, ba vectơ được gọi là đồng phẳng nếu các giá của chúng 


cùng song song với một mặt phẳng. 

3. Điều kiện để ba vectơ đồng phang 

Định lí 1. Trong không gian cho hai 
vectơ không cùng phương a và ố và 

một vectơ c. Khi đó ba vectơ ã, b, c 
đồng phẳng khi và chỉ khi có cặp số 

m, n sao cho c — mã + nb. Ngoài ra 
cặp số m, n là duy nhất (h.3.5). 

4. Phân tích (biểu thị) một vectơ theo 
ba vectơ không đồng phẳng 

Định lí 2 

Cho ã, b, c là ba vectơ không đồng 
phẳng. Với mọi vectơ X trong không 
gian ta đều tìm được một bộ ba số m, 

n, p sao cho x = mã + nb + pc. Ngoài 
ra bộ ba số m, n, p là duy nhất. 

Cụ thể ox = x, OA = a, OB = ĩ), 
oc = c (h.3.6) 



Hình 3.6 


8.BT.HINHHOC11(C)-A 
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Khi đó : X = ma + nb + pc. 


B. DẠNG TOÁN cơ BẢN 

VẤN đấ 1 

Ẵác định các yếu tố của vectơ 

1. Phương pháp giải 

a) Dựa vào định nghĩa các yếu tố của vectơ; 

b) Dựa vào các tính chất hình học của hình đã cho. 

2. Ví dụ 

'Vídụ 1. Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A'B'C'. Hãy nêu tên các vectơ bằng 
nhau có điểm đầu và'điểm cuối là các đỉnh của lăng trụ. 

giải 

Theo tính chất của hình lăng trụ ta suy ra: 

ÃB = Wb', BC = Wc', CẴ = ỠÃ' 

ÃB = -BÃ, BC = -CB, CĂ = -ÃC 
ÃẨ' = BB' = CC' = -Ã 7 Ă=-Wb = -C 7 C 
ÃB = -Wa', BC = -ỠB', CÃ = -Ã 7 C' 
v.v... (h.3.7) 

Ví dụ 2. Cho'hình hộp ABCD .A’B’C’D‘ Hãy kể tên các vectơ có điểm đầu và 
điểm cuối là các đỉnh của hình hộp lần lượt bằng các vectơ AB, AA' và AC. 

giải 

Theo tính chất của hình hộp (h.3.8) ta có : AB = DC = A'B' = D'c' 

ÃÃ' = BB' = Cơ = DD' 

Ãc=m 



Hình 3.7 
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8.BT.HINHHOC 11 (C)-B 




Ta cũng có : AB = -CD = -B'A' = -C'ư 

ÃA' = -Wb = -Ỡc = -ỮD A 
Ãc = -ỮA ', v.v... 

E VẤN đấ 2 

„ V Hình 3.8 

Chứng minh các đắng thức vé vcctơ 

1. Phương pháp giải 

a) Sử dụng quy tắc ba điểm, quy tắc hình bình hành, quy tắc hình hộp để biến 
đổi vế này thành vế kia và ngược lại. 

b) Sử dụng các tính chất của các phép toán về vectơ và các tính chất hình học 
của hình đã cho. 



2. Ví dụ 

Ví dụ 1 . Cho hình hộp ABCD.EFGH. Chứng minh rằng AB + AD + AE = AG. 


giải 

Theo tính chất của hình hộp : 

AB + AD + AE = AB + BC + CG = AG. 

Dựa vào quy tắc hình hộp ta có thể 
viết ngay kết quả : 

ĂB + ÃD + ÃE=ÃG (h.3.9). 



E H 

Hình 3.9 


Ví dụ 2. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình 
bình hành ABCD. Chứng minh rằng 

SẴ + SC = SB + SD. 

giải 

Gọi o là tâm của hình bình hành ABCD (h.3.10). 
Ta có : SA + SC = 2SỎ (1) 

và SB + SD = 2SỎ (2) 

So sánh (1) và (2) ta suy ra SA + SC = SB + SD. 
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Ví đụ 3. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là 

hình chữ nhật ABCD. Chứng minh rằng 

—.2 —>2 —>2 —♦2 
S/4 + sc = Si? + SD . 

giải 

Gọi ơ là tâm hình chữ nhật ABCD (h.3.11). 

Ta có : \õẪ\ = \ỡb\ = \õc\ = \õĩ> . 



SA = (sỏ + ÕĂ) 2 = Sỏ 2 +ÕĂ 2 +2.SỎ.ÕÃ 
SC 2 =(SỎ + ÕC) 2 = Sỏ 2 + Õc + 2SỎ.ÕC 

=> SA +SC 2 = 2SỚ 2 +Õ4 +ỚC + 2SỎ(ÕĂ + ÕC). 

_ _ _ >2 >2 —>2 —-2 ——>2 

Mà + oc = 0 nên SA +SC =2so +OA +OC . 

__2 —.2 —.2 —*2 ——.2 

Tương tự ta có : SB +SD = 2SO + OB + OD . 

—•2 —2 —-2 —.2 
Từ đó ta suy ra : SA + sc = SB + SD . 

Ví ẩụ 4. Cho đoạn thẳng AB. Trên đoạn thẳng AB ta lấy điểm c sao cho 
CA Ỉ71 

—— = — ■ Chứng minh rằng với điểm S bất kì ta luôn có : 

CB n 


——* n ——* /72 —> 

SC = -^—SA + ——SB. 
m+n m+n 

giải 

Theo giả thiết ta có = — (h.3.12). 

CBn 

„_ AC m 

Ta suy ra —— 1 —— = ——— 

AC + CB m + n 

^AC = (AC + CB)-^— => Ãc = -^—ÃB. 

m + n m + n 

Vì ta có AC - sc - SA và AB = SB-SA nên : 



s 

Hình 3.12 
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sc — SA = - (SB — SA) => sc = SA - SA + 


m 


SB 


m + n 


m + n 


m + n 


m 


sc - —-— SA + 

m + n m + n 


SB. 



VẤN đÊ 5 


Chứng minh ba vectơ 3, b, c đổng phẳng 

1. Phương pháp giải 

a) Dựa vào định nghĩa : Chứng tỏ các vectơ 3, b, c có giá song song với một 
mặt phẳng. 

b) Ba vectơ ã, b, c đồng phẳng <=> có cặp số m, n duy nhất sao cho 
c = mã + nb, trong đó 3 và b là hai vectơ không cùng phương. 


2. Ví dụ 


Ví dụ 1. Cho tứ diện ABCD. Trên cạnh AD lấy điểm M sao cho AM = 3 MD và 
trên cạnh BC lấy điểm /V sao cho NB = -3NC. Chứng minh rằng ba vectơ 
AB, DC, MN đồng phẳng. 


. ?. 


giái 


Theo giả thiết MA = -3 MD 
và ~NB = -ỹRc (h.3.13). 

Mặt khác ~MN =~MÃ + ÃB + BN 
và ÃĨN = ÌŨD + DC + CN 


( 1 ) 



D 


Hình 3.13 


=> 3MN - 3MD + 3DC + 3CN (2) 

Cộng đẳng thức (1) và (2) với nhau vế theo vế, ta có 

ÃMN = ~MA + 3MD + ÃB + 3DC + ~BN + 3CN « ~MN =-Ãẽ + -DC. 

- - ~ 1 ' \ 1 4 4 

0 5 

Hệ thức trên chứng tỏ rằng ba vectơ MN, AB, DC đồng phẳng. 
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Ví dụ 2. Cho hình hộp ABCD.EFGH. Gọi / là giao điểm hai đường chéo của 
hình bình hành ABFE và K là giao điểm hai đưòng chéo của hình bình hành 

BCGF. Chứng minh rằng ba vectơ BD, IK, GF đồng phảng. 



Vectơ BD có giá thuộc mặt phẳng 

(ABCD). Vectơ IK có giá sọng song với 
đường thẳng AC thuộc mặt phẳng ( ABCD ). 

Vectơ GF có giá song song với đường 
thẳng BC thuộc mặt phẳng ( ABCD ). Vậy ba 

vectơ BD, IK, GF đồng phẳng (h.3.14). 
Cách khác. 



Ta có BD = BC + CD = -GF + (AD-AC) 


= -GF-GF-2IK (vì AC = 2IK ). 


Vậy BD = -2GF - 2IK. Hệ thức này chứng tỏ rằng ba vectơ BD, GF, IK 
đồng phẳng. 


c. CAU HOI VA BAI TẠP 

3.1. Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' cạnh a. Gọi o và O' theo thứ tự là tâm 
của hai hình vuông ABCD và A 'B'C'D 

a) Hãy biểu diễn các vectơ AO, AO' theo các vectơ có điểm đầu và điểm 
cuối là các đỉnh của hình lập phương đã cho. 

b) Chứng minh rằng AD + D'c' + ƯA' = AB. 

3.2. Trong không gian cho điểm o và bốn điểm A, B, c, D phân biệt và không 
thẳng hàng. Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để bôn điểm A, B, c, D 
tạo thành một hình bình hành là : 

ÕẢ + ÕC = ÕB + ÕD. 

3.3. Cho tứ diện ABCD. Gọi p và Q lần lượt là trung điểm của các cạnh AB và 
CD. Trên các cạnh AC và BD ta lần lượt lấy các điểm M, N sao cho 
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Ị^Ị^=*(*> 0). 

AC BD 

Chứng minh rằng ba vectơ PQ, PM, PN đồng phẳng. 

3.4. Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A'B'C' có độ dài cạnh bên bằng a. Trên 
các cạnh bên AA\ BB', CC' ta lấy tương ứng các điểm M, N, p sao cho 
AM + BN + CP = a. 

Chứng minh rằng mặt phẳng (MNP) luôn luôn đi qua một điểm cô' định. 

3.5. Trong không gian cho hai hình bình hành ABCD và AB'C’D' chỉ có chung 
nhau một điểm A. Chứng minh rằng các vectơ BB\ cc\ DD' đồng phăng. 

3.6. Trên mặt phảng (a) cho hình bình hành . Về một phía đối với mặt 

phăng (a) ta dựng hình bình hành A 2 B 2 C 2 D 2 ■ Trên các đoạn AịA 2 < BịB 2 , 
CjC 2 , D,D 2 ta lần lượt lấy các điểm A, B, c, D sao cho 

A4 1 _ BB ị _ CCị DDị 

AA 2 ~ bb 2 - cc 2 - dd 2 - 

Chứng minh rằng tứ giác ABCD là hình bình hành. 

3.7. Cho hình hộp ABCD.A’B’C’D’ có P và R lần lượt là trung điểm các cạnh AB 
và A’D’. Gọi p\ Q, Q\ R’ lần lượt là tâm đối xứng của các hình bình hành 
ABCD, CDD’C, A : B r C’D’, ADDA’. 

a) Chứng minh rằng pp' + QQ' + RR' - õ. 

b) Chứng minh hai tam giác PQR và P'Q'R’ có ữọng tâm trùng nhau. 
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§2. HAI ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

I. TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ TRONG KHÔNG GIAN 

1. Góc giữa hai vectơ 

Cho Ũ và V là hai vectơ trong không 
gian. Từ một điểm A bất kì vẽ 

AB = ũ, AC = V . Khi đó ta gọi góc BAC 

( 0° < BAC < 1 80° ) là góc giữa hai vectơ 
Ũ và V, kí hiệu (ũ, v). Ta có : 

(M,v) = ỖÃC (h. 3.15). 

2. Tích vô hướng 

Tích vô hướng của hai vectơ ũ và V đều khác vectơ 0 trong không gian là 
một sô được kí hiệu là ũ.v xác định bởi: 

ũ.v=\u\ .|v| .cos(5, V ) 

Nếu u = 0 hoặc V = 0 thì ta quy ước ũ. V =0. 

3. Tính chất 

—* r 

Với ba vectơ ã, b, c bất kì trong không gian và với mọi số k ta có : 

• ã.b = b.a (tính chất giao hoán); 

• ã.(b+c) = ã.b+a.c (tính chất phân phối đối với phép cộng vectơ); 

• (ka).b = k(ã.b) = a.kb ; 

• ứ 2 > 0 ; ứ 2 = 0 <=> 5 = 0. 

4. Vectơ chỉ phương của dường thẳng 

• Vectơ 5*0 được gọi là vectơ chỉ phương của đường thẳng d nếu giá của 
vectơ 5 song song hoặc trùng với đường thẳng d. 
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• Nếu ã là vectơ chỉ phương của đường thẳng d thì ,vectơ kã với k* 0 cũng 
là vectơ chỉ phương của d. 

• Một đường thẳng d trong không gian hoàn toàn được xác định nếu biết một 
điểm A thuộc d và một vectơ chỉ phương a của d. 

5. Một số ứng dụng của tích vô hướng 

• Tính độ dài của đoạn thẳng AB : AB = AB = 'ỊÃb . 

• Xác định góc giữa hai vectơ ũ và V bằng cos (ũ, v) theo cồng thức : 

_ _ u.v 
co s(ữ,v) = 

\u\.\v\ 

II. GÓC GIỮA HAI ĐƯỜNG THANG 

Góc giữa hai đường thẳng avằb trong khổng gian là góc giữa hai đường thẳng 
a' và b' cùng đi qua một điểm bất kì lần lượt song song với a và b. 

III. HAI ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC 

• Hai đường thẳng a và b được gọi là vuông góc với nhau nếu góc giữa chúng 
bằng 90°. Ta kí hiệu a _L b hoặc b _L a. 

• Nếu ũ và V lần lượt là các vectơ chỉ phương của hai đường thẳng avằ b thì 
a _L b ũ.v — 0. 

• Nếu a // bvầ c vuông góc với một trong hai đường thẳng đó thì c vuông góc 
với đường thẳng còn lại. 


B. DẠNG TOÁN cơ BẢN 


VẤN đỀ 1 


ứng dụng của Lích vô hướng 

1. Phương pháp giải 

a) Muốn tính độ dài của đoạn thẳng AB hoặc tính khoảng cách giữa hai điểm 
A và B ta dựa vào công thức : AB = AB = AB . 
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b) Tính góc giữa hai vectơ ũ và V ta dựa vào công thức : cos (ũ,v) = ĨZỴTZ[ ■ 

|m|.|v| 

c) Chứng minh hai đường thẳng AB và CD vuông góc với nhau ta cần chứng 
minh AB. CD - 0. 


2. Ví dụ 

Ví dụ 1. Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' cạnh a. Gọi o là tâm của hình 
vuông ABCD và s là một điểm sao cho : 

ÕS = ÕĂ + ÕB + ÕC + ÕD + ÕÃ' + ÕB' + ÕC' + ÕD'. 

Hãy tính khoảng cách giữa hai điểm ớ và 5 theo a. 

giải 

Ta có ÕĂ + ÕC=Õ ; ÕB+ÕD =0 

và ÕÃ' + ÕC' = 2ÕÕ' ; ÕB' + ÕƯ = 2ÕO' 
với o ' là tâm của hình vuông A'B'C'D' (h.3. 

Do đó: Õs = ÕA' +ÕC' + ÕB'+ ÕD' 

= 4ÕÕ' mà lõõì =a. Hình 3.1 6 

Vậy BI = 4 ơ. 

Ví dụ 2. Trong không gian cho hai vectơ ã và b tạo với nhau một góc 120°. 
Hãy tìm ã + ĩ>\ và ã-ĩ) biết rằng |3| = 3 cm và ĩ) = 5 cm. 



giải 

Từ một điểm o trong không gian dựng OA = ã 
và ÕB = b với ẤOB = 120° (h.3.17). 

Sau đó ta dựng hình bình hành OACB. 

Ta có oc = ã + ĩ> và BA = OA -OB = ã-b. 
• Xét tam giác OAC ta có OAC = 60° 



Hình 3.17 
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và oc 2 = OA 2 + AC 2 - 20A.AC cos60° = 9 + 25- 2.3.5 -ị = 19. 


Vậy |ocf = |ứ + £| 2 = 19. 

Do đó ã + b I = VĨ9 (cra). 

• Xét tam giác OAB ta có : BA 2 = OA 2 + OB 2 - 2.0A.0B cos 120° 

= 9+ 25-2.3.5-(-ị) = 49. 

2 

Vậy ìm =\à-bf =49. 

Do đó a - b\ =7 (cm). 

‘Víấụ.3. Cho tứ diện ABCD có hai mặt ABC và ABD là hai tam giác đều. 

a) Chứng minh rằng AB và CD vuông góc với nhau. 

b) Gọi M, N, p, Q lần lượt là trurtg điểm của các cạnh AC, BC, BD, DA, 

>* 

Chứng minh rằng tứ giác MNPQ là hình chữ nhật. 


. ?. 


giãi 

a) Ta có CDÃB = (ÃD-ÃC)ÃB = ÃD.ÃB-ÃC.ÃB. 
Đặt AB = atacó AD =AB = AC = a (h.3.18), 

Do đó CDÃB = \Ãd\.\Ãb\cos60° - K||ã3.cos60° 

n 

= a.a~ -a.a — =0. 

2 2 


Vậy CD _L AB. 

b) Ta có MN IIPQIIAB 

và MN = PQ = —— 

2 

nên tứ giác MNPQ là hình bình hành. 

Vì MNIIAB và NPII CDmầABl. CD nên 
hình bình hành MNPQ là hình chữ nhật. 


c 



D 
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VẤN đỀ 2 


Chứng minh hai đường thằng vuông góc với nhau 

1. Phương pháp giải 

- Cần khai thác các tính chất về quan hệ vuông góc đã biết trong hình học phẳng. 

- Sử dụng trực tiếp định nghĩa góc của hai đường thẳng trong không gian. 

- Muốn chứng minh hai đường thẳng AB và CD vuông góc với nhau ta có thể 

chứng minh AB.CD = 0. 


2. Ví dụ 


'Vídụ 1. Cho hai vectơ ã và b đều khác vectơ õ. Chứng minh rằng ã và b là 
hai vectơ chỉ phương của hai đường thẳng vuông góc với nhau khi và chỉ khi 


ã+ĩị =|ứ-ò. 

giải 

Từ một điểm o trong không gian ta vẽ OA = d, 
OB = ĩ) rồi vẽ hình bình hành OACB (h.3.19). 



Ta có oc — OA + OB — ữ + b 



BA = OA -OB = ã-b. 


Hình 3.19 


Từ đó ta suy ra ã + b = ã - ĩ>\ khi và chỉ khi oc = BA hay oc = BA nghĩa 

là khi và chỉ khi OACB là hình chữ nhật. Khi đó ứ và ĩ) có giá là hai đường 
thẳng vuông góc với nhau. 


Ví dụ 2. Cho tứ diện đều ABCD cạnh a. Gọi o là tâm đường tròn ngoại tiếp tam 
giác BCD. Chứng minh đường thẳng AO vuông góc với đường thẳng CD. 
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Hình 3.20 




Ví dụ 3. Cho hình lập phương ABCD.A’B'C'D' có cạnh bằng a. Trên các cạnh 
DC và BB’ ta lần lượt lấy các điểm M và N sao cho DM — BN — X với 0 < X < a. 
Chứng minh rằng hai đường thẳng AC' và MN vuông góc với nhau. 


giải 

Đặt AA'=ẵ, AB -b, AD=C (h.3.21). 

Ta có \ơ\ = |b| = \c\ = a 
và AC' = AA'+ AB + AD 

hay AC’ = ã + b + c. 

Mặt khác ~MN = ~ÃN -ÃM 

= (ÃB +BN ) - (ÃD + DM) 



với BN = —.ã và DM = --ĩ>. 
a a 


r 


Do đó MN = 




,, X 

b +—ạ 
a 


\ 






-2 . X , 

c + — b 


\ 




a 


) 


X 

= —a + 
a 


1 -- 

V 


b-c. 


Ta có AƠ.MN = (ã + b + c ). 






X 

1 

X 


— a + 

— 

b-c 

a 


a ) 



' ' 2 


AC'. MN ~ — ã 2 + 1-- 


a 


—*2 _ —• —* _ _ _ 

b - c 1 (vì ã . b = 0, b. c = 0, c . ã = 0) 


V a J 


AC'. MN = x.a + 


( 

1 -- 

V a J 


ứ 2 - ứ 2 = 0 (vì ã 2 - b =c 2 =a 2 ). 


Dođói4C'lM 


VẤN đấ J 

Dùng tích vô hướng để tính gỏc của hai đường thẳng trong không gian 

1. Phương pháp giải 

• Muốn tính góc (OA, OB) ta có thể dựa vào công thức 
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cos (OA,OB) = ._.._; q’ và từ đó suy ra góc (OA,OB). 

\oa\ . \ob\ 

Đặc biệt nếu OA . OB = 0 ta có (OA, OB ) = 90°. 

• Nếu ũ là vectơ chỉ phương của đường thẳng a và V là vectơ chỉ phương của 
đường thẳng b và (ũ, v) = cc thì góc giữa hai đường thẳng a và b bằng ữ nếu 

a< 90° và bằng 180° — ơ nếu ữ > 90°. 


2. Ví dụ 

'ựịdụ 1. Cho hình lập phương ABCD .A’BCD'. 

a) Tính gốc giữa hai đường thẳng AC và DA’. 

b) Chứng minh BD -L AC'. 


giải 

a)Đặt ÃB = ã, ÃD = ĩ>,ÃA' = c (h.3.22). 

Ta có AC = AB + AD -ã + b 
DA'= AA'- AD = c-ì>. 


cos (AC,DA') = 


AC. DA' 


AC . DA' 


(ã + b).(c-b) 

ã+ĩị . 1 ? -ĩ> 


Giả sử hình lập phương có cạnh bằng X ta có : 


cos (AC, DA') 


_ _ 7-7 _ r 2 2 
a.c -a.b + b.c -b _ -X 

XyỊĨ . XyỊĨ 2x 2 



Hình 3.22 
ì_ 

2 


7 7 _ ' 7 2 7s 

(vì ã. c = 0, ã .b =0, b .c = 0 và b = x z ). 


Vậy (AC, DA') = 120°. 


Ta suy ra góc giữa hai đường thẳng AC và DA’ bằng 60°. 

Cách khác. Từ đỉnh c, nối CB’ ta có CB’ II DA’. Góc giữa AC vầ DA’ chính là 
góc giữa AC và CB’. Ta có ACB’ là tam giác đểu có độ dài mỗi cạnh bằng 

Xy[ĩ nên góc ACB - 60° hay góc giữa hai đường thẳng AC và DA' bằng 60°. 
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b) Ta cần tính góc giữa hai vectơ BD và AC . 
Ta có ĨD = ÃD-ÃB, Ãơ = ÃB + AD + AA'. 


Vậy BD.AC' = (AD-AB).(AB + AD + AA') = ( b-a).(a + b + c ) 

T* _ 72 7 _ _2 _ 7 _ _ 

= b .ã + b +b.c-a -a.b- a .c 


= 0+6+0 -ã 2 + 0- 0 = 0. 

Vậy BD i. AC. 

Víấụ 2. Cho tứ diện đều ABCD cạnh a. Tính góc giữa hai đường thẳng AB và CD. 



Đặt AB = ã, AC = b, AD = c. 
Ta có CD = AD - AC = c- b. 


cos(AB, CD) = 


AB.CD 

ã.(c -b) 


AB 

.cò 

\ã\. 

c -b 





1 

1 

_ _ 


a.a . 

— a.a.— 

a.c - 

- á.b 


2 

2 

a.a 


a 2 



= 0 


vì \ã = b = c = ơ. 


Vậy ( AB, CD) = 90° (h.3.23). 


A 



Hình 3.23 


c. CẤU HOI VA BAI TẶP 

3.8. Cho tứ diện ABCD. Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC. Chứng minh rằng 
ỠD.Õ4 + GD.GB + GD.GC = 0. 

3.9. Cho tứ giác ABCD. Gọi M, N, p, Q lần lượt là trung điểm của các đoạn AC, 
BD, BC, AD và có MN = PQ. Chứng minh rằng AB J_ CD. 

3.10. Cho hình chóp tam giác SABC CÓSA=SB = SC = AB = AC = avằBC = Cbjĩ. 
Tính góc giữa hai vectơ AB và sc. 
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3.11. Cho hình chóp S.ABC có SA = SB = sc = AB = AC = a và BC = aypi. Tính 
góc giữa hai đường thẳng AB và sc. 

3.12. Chứng minh rằng một đường thẳng vuông góc với một trong hai đường 
thẳng song song thì vuông góc với đường thẳng kia. 

3.13. Cho hình hộp ABCD.A'B'C’D' có tất cả các cạnh đều bằng nhau (hình hộp 
như vậy còn được gọi là hình hộp thoi). Chứng minh rằng AC -L B'D'. 

3.14. Cho hình hộp thoi ABCD.A'B'C'D' có tất cả các cạnh bằng a và 
ABC - B'BA - B'BC = 60°. Chứng minh tứ giác A'B'CD là hình vuông. 

3.15. Cho tứ diện ABCD trong đó AB-LAC, ABẢ-BD. Gọi p và Q lần lượt là trung 
điểm của AB và CD. Chứng minh rằng AB và PQ vuông góc với nhau. 


§3. ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC 
VỚI MẶT PHẲNG 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

I. ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC VỚI MẬT PHANG 

Đường thẳng d. được gọi là vuông góc với mặt phẳng (cộ nếu d. vuông góc với 
mọi đường thẳng nằm trong (à). 

Khi đó ta còn nói (à) vuông góc với d và kí hiệu d L(oc) hoặc (a) -L d. 

n. ĐIỂU KIỆN ĐỂ ĐƯỜNG THANG VUÔNG GÓC VỚI MẶT PHANG 

Nếu đường thẳng d vuông góc với hai đường thẳng cắt nhau nằm trong mặt 
phẳng (à) thì d vuông góc với (a). 

III. TÍNH CHẤT 

1. Có duy nhất một mặt phẳng đi qua một điểm cho trước và vuông góc \ 'Á 
một đường thẳng cho trước. 

2. Có duy nhất một đường thẳng đi qua một điểm cho trước và vuông góc với 
một mặt phảng cho trước. 
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IV. sụ LIÊN QUAN GIỮA QUAN HỆ VUÔNG GÓC 
VÀ QUAN HỆ SONG SONG 

/. a) Cho hai đường thẳng song song. Mặt phảng nào vuông góc với đường 
thẳng này thì cũng vuông góc với đường thẳng kia. 

b) Hai đường thẳng phân biệt cùng vuông góc với một mặt phảng thì song 
song với nhau. 

2. a) Cho hai mặt phẳng song song. Đường thẳng nào vuông góc với mặt 
phẳng này thì cũng vuông góc với mặt phảng kia. 

b) Hai mặt phẳng phân biệt cùng vuông góc với một đường thẳng thì song 
song với nhau. 

3. a) Cho đường thẳng a và mặt phẳng (à) song song với nhau. Đường thẳng 
nào vuông góc với (à) thì cũng vuông góc với a. 

b) Nếu một đường thẳng và một mặt phẳng (không chứa đường thẳng đó) 
cùng vuông góc với một đường thẳng khác thì chúng song song với nhau. 

V. PHÉP CHIẾU VUÔNG GÓC VÀ ĐỊNH LÍ BA ĐUỜNG VUÔNG GÓC 

1. Định nghĩa. Cho đường thẳng cl vuông góc với mặt phẳng (à). Phép chiếu 
song song theo phương d lên mặt phẳng (à) được gọi là phép chiếu vuông 
góc lên mặtphẳng (a). 

2. Định lí ba đường vuông góc. Cho đường thẳng a nằm trong mặt phẳng (à) 
và b là đường thẳng không thuộc (à) đồng thời không vuông góc với (à). 
Gọi b' là hình chiếu vuông góc của b trên ( a ). Khi đó a vuông góc với b khi 
và chỉ khi a vuông góc với b'. 

3. Góc giữa đường thẳng và mặt phẳng 

Cho đường thẳng d và mặt phẳng (à). Ta có định nghĩa : 

• Nếu đường thẳng d vuông góc với mặt phẳng (à) thì ta nói rằng góc giữa 
đường thẳng d và mặt phẳng (à) bằng 90°. 

• Nếu đường thẳng d không vuông góc với mặt phảng (à) thì góc giữa d và 
hình chiếu d' của nó trên (à) được gọi là góc giữa đường thẳng d và mặt 
phẳng ( a ). 

Lưu ý rằng góc giữa đường thẳng và mặt phẳng khống vượt quá 90°. 


9.BT.HINHHOC11(C)-A 
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B. DẠNG TOÁN cơ BẢN 



VẤN đỀ 1 


9 ọ 

Chứng minh đưòng thăng vuông góc với mặt phang 


1. Phương pháp giải 

Muốn chứng minh đường thẳng a vuông góc với mặt phảng (à) người ta 
thường dùng một trong hai cách sau đây : 

• Chứng minh đường thẳng a vuông góc với hai đường thẳng cắt nhau nằm 

trong (ữ). 

• Chứng minh đường thẳng a song song với đường thẳng b mà b vuông góc 

với (à). 


2. Ví dụ 


Ví dụ 1. Hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông ABCD tâm o và có cạnh SA 
vuông góc với mặt phẳng ( ABCD ). Gọi H, I và K lần lượt là hình chiếu vuông 
góc của điểm A trên các cạnh SB, sc và SD. 

a) Chứng minh BC 1 (SAB), CD 1 (SAD) và BD 1 (S/4C). 

b) Chứng minh sc -L (AHK) và điểm / thuộc ( AHK ). 

c) Chứng minh HK -L (SAC), từ đó suy ra HK -L AI. 



a) BC _L AB vì đáy ABCD là hình vuông (h.3.24). 

BC 1 SA vì SA 1 (ABCD) và BC c (ABCD). 

Do đó BC -L (SAB) vì BC vuông góc với hai 
đường thẳng cắt nhau trong ( SAB ). 

Lập luận tương tự ta có CD -L AD và CD 1 SA 
nên CD -L (SAD). 

Ta có BD 1 AC vì đáy ABCD ỉà hình vuông 
và BD _L SA nên BD _L (Sv4C). 

b) BC 1 (SAB) mà AH c: (SAB) nên BC 1 AH 
và theo giả thiết SB -L AH ta suy ra AH _L (SBC'). 
Vì sc c (SBC) nên AH 1 sc. 


s 



B c 


Hình 3.24 
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Lập luận tương tự ta chứng minh được AK -L sc. Hai đường thăng AH, AK cắt 

nhau và cùng vuông góc với sc nên chúng nằm trong mặt phẳng đi qua điểm A 

và vuông góc với sc. Vậy sc -L ( AHK ). Tạ có AI <z (. AHK) vì nó đi qua điểm 

A và cùng vuông góc với sc. 

, [SAA-AB 

c) Ta có SA ± (ABCD) => r . _ 

SA1AD. 

V. 

Hai tam giác vuông SAB và SAD bằng nhau vì chúng có cạnh SA chung và 
AB-AD (c.g.c). Do đó SB = SD, SH = SK nên HKIIBD. 

Vì BD 1 (SAO nên HK1 (SAO và do AI c (SAC) nên HK1 AI. 


Ví dạ 2. Hình chóp S.ABCD có đáy là hình thoi ABCD tâm o và có SA - sc, 
SB = SD. 

a) Chứng minh so vuông góc với mặt phăng ( ABCD ). A\ 

b) Gọi I, K lần lượt là trung điểm của các cạnh BA, BC. /1 1\\. 

Chứng minh rằng IK 1 (SBD) và IK1SD. /: \ \ \ 

giải / / I V \ 

a) o là tâm hình thoi ABCD nên o là / A j_\_ 

trung điểm của đoạn AC (h.3.25). Tam /ị,'' 

giác Ẵ4C có SA = sc nên so -L AC. 

Chứng minh tương tự ta có so _L BD. Từ g K c 

đó ta suy ra so -L ( ABCD ). 


Hình 3.25 


b) Vì đáy ABCD là hình thoi nên AC 1 BD. 

Mặt khác ta có AC -L so. Do đó AC _L ( SỒD ). Ta có IK là đường trung bình 
của tam giác BAC nên IKIIAC mà AC -L (SBD) nên IK _L ( SBD ). 

Ta lại có SD nằm trong mặt phẳng (SBD) nên IK ± SD. 

Ịg VẤN đấ 2 

Chứng minh hai đưòng thẳng vuông góc với nhau bằng cách chứng minh 
đuòng thẳng này vuông góc với mặt phang chứa đưòng thang kia 


1. Phương pháp giải 

- Muốn chứng minh đường thẳng a vuông góc với đường thẳng b, ta tìm mặt 
phảng (P) chứa đường thẳng b sao cho việc chứng minh a -L ((ĩ) dễ thực hiện. 

- Sử dụng định lí ba đường vuông góc. 
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2. Ví du 


Ví dụ 1. Cho tứ diện đều ABCD. Chứng minh các cặp cạnh đối diện của tứ diện 
này vuống góc với nhau từng đôi một. 



Giả sử ta cần chứng minh AB J_ CD. 
Gọi / là trung điểm của cạnh AB 
(hŨ3.26). Ta có : 


CI1AB' 
DI 1AB 


^ABl (CID). 


Do đó AB 1 CD vì CD nằm trong 
mặt phẳng ( CID ). 


Bằng lập luận tương tự ta chứng minh 
được BC JL AD và AC JL BD. 


A 



Hình 3.26 


Ví dụ 2. Cho tứ diện OABC có ba cạnh OA, OB, oc đôi một vuồng góc với 
nhau. Kẻ OH vuông góc với mặt phẳng (ABC) tại H. Chứng minh : 

a) OA 1BC, OB1 CA và oc 1 AB ; 

b) H là trực tâm của tam giác ABC ; 

1 111 

c ) -:r — ----7T’ 

OH 2 OA 1 OB l OC l 

Ọiải 

, OA _L OB 1 

a) Ta có „ . “ \ 

OA JL oc 

=>0/4 1 (OBC) => OA BBC (h.3.27). 

Tương tự ta chứng minh OB 1 (OCA) => OB 1 CA B Hình 3.27 

oc 1 (OAB) => oc 1 AB. 

b) Vì OH 1 (ABC) nên OH 1 BC và OA 1 BC 

=> BC1 (OAH) => fiC 1 AH. (1) 

Chứng minh tương tự ta có AC 1 (OBH) =^> AC 1 BH. (2) 

Từ (1) và (2) ta suy ra H là trực tâm của tam giác ABC. 
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c) Gọi K là giao điểm của AH và BC. Trong tam giác AOK vuông tại o, ta có 
OH là đường cao. Dựa vào hệ thức lượng trong tam giác vuông của hình học 
phẳng ta có : 


OH 2 OA 2 OK 2 

Vì BC vuông góc với mặt phẳng ( OAH) nên BC _L OK. Do đó trong tam giác 
OBC vuông tại o với đường cao OK ta có : 


ỌK 2 OB 2 oc 2 

Từ (1) và (2) ta suy ra : ——“T + —ịy + —' 

OH 2 OA- OB 2 oc 2 

Ví dụ 3. Hình chóp S.ABCD có đáy là hình chữ nhật ABCD và có cạnh bên 5-4 
vuông góc với mặt phẳng đáy. Chứng minh các mặt bên của hình chóp đã cho 
là những tam giác vuông. 



5-4 1 (ABCD) => 5-4 1 AB và 5-4 1-4D (h.3.28). 

Vậy các tam giác SAB và SAD là các 
tam giác vuông tại -4. 


CD1DA 

CD1SA 


^CD±(SAD)^CD±SD 


Chứng minh tương tự ta có : 


CB1AB 
CB ISA 


=> CB 1 (SAB) => CB i. SB. 


s 



Vậy tam giác SDC vuông tại D và tam giác SBC vuông tại B. 


Chú thích. Muốn chứng minh tam giác SDC vuông tại D ta có thể áp dụng 
định lí ba đường vuông góc và Jập luận như sau 

Đường thẳng SD có hình chiếu vuông góc trên mặt phẳng ( ABCD ) là AD. 
Theo định lí ba đường vuông góc vì CD -L AD nên CD -L SD và ta có tam giác 
SDC vuông tại D. 

Tương tự, ta chứng minh được CB -L SB và ta có tam giác SBC vuông tại B. 
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c. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

■ 

3.16. Một đoạn thẳng AB không vuông góc với măt phẳng (a) cắt mặt phảng này 
tại trung điểm o của đoạn thẳng đó. Các đường thẳng vuông góc với (à) qua 
A và B lần lượt cắt mặt phẳng ( a) tại /4' và B'. 

Chứng minh ba điểm A\ o, B' thẳng hàng và AA’ = BB\ 

3.17. Cho tam giác ABC. Gọi (à) là mặt phẳng vuông góc với đường thẳng CA tại 
A và (ft) là mặt phảng vuông góc với đường thẳng CB tại B. Chứng minh 
rằng hai mặt phẳng ( à ) và (/?) cắt nhau và giao tuyến d của chúng vuông góc 
với mặt phẳng (ABC). 

3.18. Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A’B’C’. Gọi H là trực tâm của tam giác ABC 
và biết rằng A 'H vuông góc với mặt phẳng (ABC). Chứng minh rằng : 

ã)AA’ LBCvầAA' LB'C’. 

b) Gọi MM' là giao tuyến của mặt phẳng (AHA r ) với mặt bên BCCB', trong 
đó M e BC và M' e B'C‘. Chứng minh rằng tứ giác BCCB' là hình chữ 
nhật và MM' là đường cao của hình chữ nhật đó. 

3.19. Hình chóp tam giác S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông tại A và có cạnh bên 
SA vuông góc với mặt phẳng đáy là (ABC). Gọi D là điểm đối xứng của điểm B 
qua trung điểm o của cạnh AC. Chứng minh rằng CD -L CA và CD -L (SCA). 

3.20. Hai tam giác cân ABC và DBC nằm trong hai mặt phẳng khác nhau có chung 
cạnh đáy BC tạo nên tứ diện ABCD. Gọi / là trung điểm của cạnh BC. 

a) Chúng minh BC -L AD. 

b) Gọi AH là đường cao của tam giác ADI. 

Chứng minh rằng AH vuông góc với mặt phăng (BCD). 

3.21. Chứng minh rằng tập hợp những điểm cách đều ba đỉnh của tam giác ABC là 
đường thẳng d vuông góc với mặt phăng (ABC) tại tâm o của đường tròn (O 
ngoại tiếp tam giác ABC đó. 


134 



§4. HAI MẶT PHANG vuông góc 

A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

I. GÓC GIỮA HAI MẶT PHANG 

Góc giữa hai mặt phẳng là góc giữa hai đường thẳng lần lượt vuông góc vói 
hai mặt phẳng đó. 

Nếu hai mặt phẳng song song hoặc trùng nhau thì ta nói rằng góc giữa hai mặt 
phẳng đó bằng 0°. 

• Xác định góc giữa hai mặt phẳng cắt nhau : 

Cho hai mặt phẳng (cộ và (P) cắt nhau theo giao tuyến c. Từ một điểm / bất kì 
trên c ta dựng đường thẳng a trong ( a ) vuông góc vói c và dựng đường thẳng b 
trong (/ổ) vuông góc vói c. Khi đó góc giữa (cộ và (P) là góc giữa hai đường 
thẳng a và b. 

• Diện tích hình chiếu của đa giác : S' = Scos (Ọ 

(vói s là diện tích đa giác nằm trong (cộ, S' là diện tích hình chiếu vuông góc 
của đa giác đó trên (/3), (p là góc giữa (cộ và (/?)). 

II. HAI MẶT PHẲNG VUÔNG GÓC 

1. Định nghĩa 

Hai mặt phẳng (cộ và (yổ) được gọi là vuông góc vói nhau nếu góc giữa hai mặt 
phẳng đó là một góc vuông. 

Khi đó ta kí hiộu (à) _L {/3) hoặc (yổ) -L (à). 

2. Tính chất 

a) Điều kiện cần và đủ để hai mặt phẳng vuông góc với nhau là mặt phảng này 
chứa một đường thẳng vuông góc với mặt phẳng kia. 

b) Nếu hai mặt phẳng vuông góc với nhau thì bất cứ đường thẳng nào nằm 
trong mật phảng này và vuông góc vói giao tuyến thì vuông góc với mặt 
phẳng kia. 

c) Cho hai mặt phẳng (cộ và (P) vuông góc với nhau. Nếu từ một điểm thuộc 
mặt phẳng (cộ ta dựng một đường thẳng vuông góc vói mặt phẳng i/3) thì 
đường thẳng này nằm trong măt phẳng (cộ. 
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d) Nếu hai mặt phẳng cắt nhau và cùng vuông góc với mặt phẳng thứ ba thì 
giao tuyến của chúng vuông góc với mặt phẳng thứ ba đó. 

III. HÌNH LĂNG TRỤ ĐỨNG, HÌNH HỘP CHỮ NHẬT, 

HÌNH LẬP PHƯƠNG 

Hình lâng trụ ch 'eng là hình lãng trụ có các cạnh bên vuông góc với các mặt đáy. 

Hình hộp chữ nhật là hình lăng trụ đứng có đáy là hình chữ nhật. 

Hình lập phương là hình lãng trụ đứng có đáy là hình vuông và các mặt bên 
đều là hình vuông. 

IV. HÌNH CHÓP ĐỂU VÀ HÌNH CHÓP CỤT ĐỂU 

Hình chóp đều là hình chóp có đáy là một đa giác đều và có chân đường cao 
trùng với tâm của đa giác đáy. 

Phần của hình chóp đều nằm giữa đáy và một thiêt diện song song với đáy cắt 
tất cả các cạnh bên của hình chóp đều được gọi là hình chóp cụt đều. 

Hai dáy của hình chóp cụt đều là hai đa giác đều đồng dạng với nhau. 


_ B. DẠNG TOÁN cơ BẢN 

VẤN đế 1 

Chứng minh hai mặt phang vuông góc 

1. Phương pháp giải 

- Chứng minh mặt phảng này chứa một đường thẳng vuông góc với mặt phẳng kia. 

- Chứng minh góc giữa hai mặt phẳng bằng 90°. 

2. Ví dụ 

Ví dụ 1. Tứ diện ABCD có cạnh AB vuông góc với mặt phẳng ( BCD ). Trong 
tam giác BCD vẽ các đường cao BE và DF cắt nhau tại o. Trong mặt phẳng 
(. ACD ) vẽ DK vuông góc với AC tại K. Gọi H là trực tâm của tam giác ACD. 

a) Chứng minh mặt phảng ( ADC ) vuông góc với mặt phảng ( ABE ) và mặt 
phẳng ( ADC ) vuông góc với mặt phẳng ( DEK ). 

b) Chứng minh OH vuông góc với mặt phảng ( ACD ). 
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a) Ta CÓ : BE1 CD \ ^ CD 1 (ẠBE) 

AB _L CD\ 

mà CD c (ADC) nên (ADC) _L (ABE). 

Ta có : DE I BC '\ =>DF± (ABC). 
DF ±AB\ 

Ta suy ra DF -L AC (h.3.29). 

Ta cũng có DK -L AC. 

Do đó AC 1 (DKF) và mặt phảng 
(ACD) chứa AC nên (ACD) 1 (DKF). 

b) Vì CD 1 (ABE) nên CD 1AE. Hai 
mặt phảng (ABE) và (DKF) đều 
vuông góc với mặt phẳng (ACD) nên 
giao tuyến OH của chúng vuông góc 
với mặt phẳng (ACD). 


A 



t ựiẩụ2. Hình chóp S.ABCD có đáy là hình thoi ABCD tâm /, có cạnh bằng a và 

ayÍ6 

đường chéo BD = a. Cạnh sc = ——— vuông góc với mặt phảng (ABCD). 
Chứng minh hai mặt phẳng ( SAB ) và ( SAD ) vuông góc với nhau. 


Qiải 

Vì ABCD là hình thoi nên BD -L AC . 

Vì sc 1 (ABCD) nên sc 1BD. 

Suy ra BD 1 (SAC ), dẫn đến BD -L SA. 

Trong mặt phẳng (SAC) hạ ỈH -L SA tại 
H, ta suy ra SA 1 (BDH) (vì SA 1 BD và 
SA 1ỈH). 

Do đó BH 1 SA và DH1 SA (h.3.30). 

Vậy BHD là góc giữa hai mặt phảng 
(SAB) và (SAD). 


s 



Hình 3.30 
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Hai tam giác vuông AHl và ACS có góc nhọn A chung nên đồng dạng : 


Do đó 


£ IH sc 

í — — — 


IH = 


AỈ.SC 


AI AS AS 

Vì BD - a nên ABD là tam giác đều, do đó 

ơy/ĩ 


( 1 ) 


AI = => AC = 2AI - ay/ 3. 

2 

SA = \IaC 2 +SC 2 = ẬaVỈ ) 2 + 


^2 


Ĩay/ĩ 




ay/ĩ Ơ^Ỉ6 


Thay các giá tri của AI, sc, SA vào (1) ta được : IH = 


_ 2 2 


3ayfz 


a _ BD 
2 ~~ 


BD 

Tam giác BHD có trung tuyến ỈH ứng vói cạnh BD bằng —- nên đó là tam 

2) 

giác vuông tại H hay BHD - 90°. 

Vậy hai mặt phẳng ( SAB ) và (Ẵ4C) vuông góc với nhau. 


3 S VÂN đấ 2 

Cho đường thẳng a không vuông góc vòi 
mặt phang ( p). Hãỵ xác dinh mặt phẳng 
(ổ) chứa a và vuông góc với ( p ). 

1. Phương pháp giải 

■à. 

Từ một điểm M thuộc a, dựng đường 
thẳng b vuông góc vói mặt phẳng (P) ta cố 
(Ô) = (ư, b) (h.3.31) 



2. Ví dụ 

Ví ẩự Cho hình vuông ABCD cạnh ơ. Trên đường thẳng vuông góc vói măt 
phẳng (ABCD) tại A lấy điểm s. Gọi (a) là mặt phẳng chứa AB và vuông goc 
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với mặt phảng (SCD). Hãy xác định mặt phẳng ( a). Mặt phẳng (à) cắt hình 
chóp S.ABCD theo thiết diện là hình gì ? 


giải 

Trong mặt phẳng (SAD) dựng AH 1 SD tại H 
(h.3.32). Ta có : 


DC 1AD 
DC ISA 


}■ => DC -L ( SAD ) => DC 1 AH. 


AHlDCị 
AH ESD\ 


AH 1 ( SDC ). 


Gọi ( a) là mặt phẳng chứa AB đồng thời chứa 

AH trong đó AH vuông góc với mặt phẳng 
(SDC). Vậy (à) 1 (SDC) và (a) = (AB, AH). 


s 



Hình 3.32 


Ta có ABII CD nên CDII (à) và H là điểm chung của (a) và (SCD) nên giao 
tuyến của (a) và ( SCD) là đường thẳng qua H và song song với CD cắt sc tại 
E. Ta có thiết diện của (à) và hình chóp SABCD là hình thang AHEB vuông 
tại A và H vì AB 1 ( SAD ). 


»■ 


c. CÂU HOI VA BAI TẠP 

3.22. Hình hộp ABCD.A'B'C'D' có tất cả các cạnh đều bằng nhau. Chứng minh 
rằng AC ± B'D\ AB' ± CD' và AD' ± CB[. Khi nào mặt phẳng (AA'C'C) 
vuông góc với mặt phẳng ( BB'D'D) ? 

3.23. Cho tứ diộn ABCD có ba cặp cạnh đối diện bằng nhau là AB - CD, AC = BD 
và AD = BC. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của AB và CD. Chứng minh 
MN -L AB và MN -L CD. Mặt phẳng ( CDM) có vuông góc với mặt phẳng 
(ABN) không ? Vì sao ? 

3.24. Chứng minh rằng nếu tứ diện ABCD có AB _L CD và AC ± BD thì AD ± BC. 

3.25. Cho tam giác ABC vuông tại B. Một đoạn thẳng AD vuông góc với mặt phẳng 
(ABC). Chứng minh rằng mặt phẳng ( ABD) vuông góc với mặt phẳng (BCD). 

Từ điểm A trong mặt phẳng (ABD) ta vẽ AH vuông góc với BD, chứng minh 
rằng AH vuông góc với mặt phẳng (BCD). 
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3.26. Hình chóp S.ABCD có đáy là hình thoi ABCD cạnh a và có SA = SB = sc - <*■ 
Chứng minh : 

a) Mặt phảng ( ABCD ) vuông góc với mặt phảng (SBD) ; 

b) Tam giác SBD là tam giác vuông tại 5. 

3.27. a) Cho hình lập phương ABCD.A’B'C'D' cạnh a. Chứng minh rằng đường 
thẳng AC’ vuông góc với mặt phẳng ( A’BD ) và mặt phẳng ( ACC’A 0 vuông 
góc với mặt phẳng ( A'BD ). 

b) Tính đường chéo AC' của hình lập phương đã cho. 

3.28. Cho hình chóp đểu S.ABC. Chứng minh 

a) Mỗi cạnh bên của hình chóp đó vuông góc với cạnh đối diện ; 

b) Mỗi mặt phẳng chứa một cạnh bên và đường cao của hình chóp đều 
vuông góc với cạnh đối diện. 

3.29. Tứ diện SABC có SA vuông góc với mặt phẳng (ABC). Gọi H và K lần lượt là 
trực tâm của các tam giác ABC và SBC. Chứng minh rằng : 

a) AH , SK và BC đồng quy. 

b) sc vuông góc với mặt phẳng ( BHK) và (SAC) -L ( BHK). 

c) HK vuông góc với mặt phẳng (SBC) và (SBC) -L (BHK). 

3.30. Tứ diện SABC có ba đỉnh A , B, c tạo thành tam giác vuông cân đỉnh B và 
AC = 2ơ, có cạnh SA vuông góc với mặt phẳng (ABC) và SA — a. 

a) Chứng minh mặt phẳng (SAB) vuông góc với mặt phẳng (SBC). 

b) Trong mặt phẳng (SAB) vẽ AH vuông góc với SB tại H, chứng minh 
AH 1 (SBC). 

c) Tính độ dài đoạn AH. 

d) Từ trung điểm o của đoạn AC vẽ OK vuông góc với (SBC) cắt (SBC) tại 
K. Tính độ dài đoạn OK. 

3.31. Hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông ABCD tâm o và có cạnh SA vuông 
góc với mặt phẳng (ABCD). Giả sử (tí) là mặt phẳng đi qua A và vuông góc 
với cạnh sc, (tí) cắt sc tại /. 

a) Xác định giao điểm K của so với mật phảng (tí). 

b) Chứng minh mật phẳng (SBD) vuông góc với mặt phẳng (SAC) và BDII (tí). 

c) Xác định giao tuyến d. của mặt phẳng (SBD) và mặt phẳng (tí). Tìm thiết 
diện cắt hình chóp S.ABCD bởi mặt phẳng (tí). 
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3.32. Hình chóp S.ABCD có đáy là hình thang vuông ABCD vuông tại A và D, có 
AB - 2a, AD - DC = a, có cạnh SA vuông góc với mặt phẳng ( ABCD ) và SA = a. 

a) Chứng minh mặt phẳng ( SAD ) vuông góc với mặt phẳng (SDC), mặt 
phảng ( SAC ) vuông góc với mặt phảng ( SCB ). 

b) Gọi ộ? là góc giữa hai mặt phẳng (SBC) và (ABCD), tính tanộ?. 

c) Gọi (à) là mặt phẳng chứa SD và vuồng góc vói mặt phẳng (SAC). Hãy 
xác định (a) và xác định thiết diện của hình chóp S.ABCD với ( a ). 


§5. KHOẢNG CÁCH 

A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


I. ĐỊNH NGHĨA 

1. Cho một điểm o và đường thẳng a. Trong mặt phẳng (ớ, à) gọi H là hình 
chiếu của o trên a. Khi đó khoảng cách giữa hai điểm o và H được gọi là 
khoảng cách từ điểm o đến đường thẳng a, kí hiệu là ả (ớ, à). 

2. Khoảng cách từ một điểm o đến mặt phảng (à) là khoảng cách giữa hai điểm 
o và H, vói H là hình chiếu vuông góc của o lên (à), kí hiệu là d(0, (oc)). 

3. Khoảng cách giữa đường thẳng a và mặt phẳng (à) song song với a là 
khoảng cách từ một điểm bất kì thuộc a tới mặt phẳng (à), kí hiệu là 
d(a, (oộ). 

4. Khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song ( a ) và (P), kí hiệu d((a), (P)), 
là khoảng cách từ một điểm bất kì của mặt phẳng này đến mặt phăng kia. 

d((a), c p )) = d(M, c p )) với M e (à) 

d((a), (,p )) = d(N, (à)) với N e (P). 

5. Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau là độ dài của đoạn vuông góc 
chung của hai đường thẳng đó. 

II. LƯU Ý 

1. Tính khoảng cách có thể áp dụng trực tiếp định nghĩa hoặc tính gián tiếp, 
chẳng hạn có thể tính được đường cao của một tam giác (khoảng cách từ 
đỉnh tới đáy) nếu biết diện tích và sô đo độ dài cạnh đáy của tam giác đó. 

2. Trước khi tính toán, cần xác định rõ yếu tồ cần tính khoảng cách. 
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B. DẠNG TOÁN cơ BẢN 


VẤN đế 1 

Tìm khoảng cách từ điểm M đến đường thẳng m cho trưỏc 

1. Phương pháp giải 

- Trong mặt phẳng xác định bởi điểm M và đường thẳng m ta vẽ MH L m tại 
H. Ta có d(M, m) = MH. Ta có thể sử dụng các kết quả của hình học phẳng để 
tính độ dài đoạn MH. 

- Trong khồng gian dựng mặt phẳng (a) đi qua M và (à) vuông góc với m cắt 
m tại H, ta có d(M, m) = MH. Sau đó tính độ dài đoạn MH. 

2. Ví dụ 


'Ví dụ 1. Hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông ABCD tâm o cạnh a, cạnh 
SA vuông góc với mặt phẳng (ABCD) và SA = a. Gọi / là trung điểm của cạnh 
sc và M là trung điểm của đoạn AB. 

a) Chứng minh đường thẳng 10 vuông góc với mặt phẳng ( ABCD). 

b) Tính khoảng cách từ điểm / đến đường thẳng CM. 



a) Ta có SA 1 (ABCD) mầ 10II SA do đó 10 1 (ABCD) (h.3.33). 

b) Trong mặt phẳng ( ABCD ) dựng H là hình chiếu vuông góc của o trên CM, 
ta có IH J_ CM và IH chính là khoảng cách từ I đến đường thẳng CM. 


Gọi N là giao điểm của MO với cạnh 
CD. Hai tam giác vuông MHO và 


MNC đồng dạng nên 


OH OM 
CN~MC 


a a 

p. _ CN.OM 2 2 a 

Do đó OH = —-— 7 — = -^—ậr = -—= ■ 

MC w5 2yỊs 
2 

Ta còn có 10 = ^ậ- = — 

2 2 


s 



Hình 3.33 
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và ỈH 2 = lO 2 + OH 2 = 


Vậy khoảng cách ỈH = 


2 

a . ứ 
— + 


3 a' 


4 20 10 

ứV3 _ ứ\J 30 

Vĩõ ” 10 


'HT4ậ 2. Cho tam giác ABC vói AB = 1 cm, BC = 5 cm, CA = 8 cm. Trên đường 
thẳng vuông góc vói mặt phẳng {ABC) tại. A lấy điểm o sao cho AO = 4 cm. 
Tính khoảng cách từ điểm o đến đường thẳng BC. 


giải 

Ta dựng AH 1 BC tại H (h.3.34). 

Theo công thức Hê-rông, diện tích s của 
tam giác ABC là 

S = ylp(p-a)(p-b){p - c) 

= Vl0(10-5)(10-7)(10-8) = 10V3 (cm 2 ). 

AH - = = (cm). 

BC 5 

Vì AH 1 BC nên OH 1 BC theo định lí ba 
đường vuông góc. 

Ta suy ra OH 2 = OA 2 + AH 2 = 16 + 48 = 64. 
Vậy OH = 8 cm. 


V ẤN đẾ 2 


o 



Tìm khoảng cách từ điểm M đến mặt phẳng {a) 


1. Phương pháp giải 

Dựng MH 1 (à) với H G (à) và tính MH. 

2. Ví dụ 

Ví ẩụ 1. Cho góc vuông xOy và một điểm M nằm ngoài mặt phẳng chứa góc 

vuông. Khoảng cách từ M đến đỉnh o của góc vuông bằng 23 cm và khoảng 
cách từ M tới hai cạnh Ox và Oỵ đều bằng 17 cm. Tính khoảng cách từ M đến 
mặt phẳng chứa góc vuông. 


i 
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giải 

Gọi A và B lần lượt là hình chiếu vuông góc của M trên Ox và Oy (h.3.35). 

Ta có MO = 23 cm, MA = MB = 17 cm. Gọi H là hình chiếu vuông góc của M 


trên mặt phảng ( OAB ). 

Cần tính khoảng cách MH từ M 
đến mặt phẳng ( OAB ). 

Theo định lí ba đường vuông góc 
ta có HA 1 OA và HB 1 OB. Do 
đó tứ giác OAHB là hình chữ nhật. 
Mặt khác vì MA = MB = 17cm 
nên HA = HB. Vậy tứ diện OAHB 
là hình vuông. Đặt OA = X ta có 

OH= Xy/Ĩ . Do đó 


M 



MH = MO -OH = MA - AH 
=> 23 2 -2jc 2 = 17 2 -X 2 => X 2 = 240 


Vậy MH 2 = 17 2 - 240 = 49 nên MH = 7cm, 


Ví dụ 2. Tam giác ABC vuông tại A, có cạnh AB = a nằm trong mật phẳng (cộ, 
cạnh AC = av2 và tạo với (cộ một góc 60°. 

a) Tính khoảng cách CH từ c tới (cộ. 

b) Chứng minh rằng cạnh BC tạo với (cộ một góc ọ- 45°. 


giải 

a) Gọi H là hình chiếu vuông góc 
của C trên (à). Theo giả thiết 

ta có CÃH = 60°, do đó 

CH = AC sin 60° =a^ẵ~ 

2 

= ^ệ- (h.3.36). 
_ 2 

b) Ta có CBH là góc của cạnh 
BC tạo với mặt phẳng (cc). 

Vì BA ± CA nên : 


c 



Hình 3.36 
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BC 2 = BA 2 + AC 2 =a 2 +2ơ 2 = 3a 2 =>BC = ơfi. 

ay/6 

• 7^7} _ CH 2 _ >/2 
sin CBH = ^ = — 

BC aS 2 
Vậy CĨS/ = 45°. 


2Dvấn_c ỊẹJ_ 

Tính khoảng cách giữa hai đưòng thẳng chéo nhau 

1. Phương pháp giải 

Ta có các trường hợp sau đây : 

a) Giả sử a và b là hai đường thẳng chéo 
nhau và a -L b. 

- Ta dựng mặt phẳng (à) chứa a và 
vuông góc với b tại B. 



- Trong (à) dựng BA -L a tại A, ta được 

độ dài đoạn AB là khoảng cách giữa hai 
đường thẳng chéo nhau avàb (h.3.37). 

b) Giả sử a và b là hai đường thẳng chéo 
nhau nhưng không vuông góc với nhau. 

Cách ỉ : 

- Ta dựng mặt phẳng (à) chứa a và song 
song với b (h.3.38). 

- Lấy một điểm M tuỳ ý trên b dựng 
MM 'i (à) tại M’. 

- Từ M’ dựng b' II b cắt a tại A. 

- Từ A dựng ABIIMM' cắt b tại B, độ dài 
đoạn AB là khoảng cách giữa hai đường 
thẳng chéo nhau a và b. 

Cách 2 : 

- Ta dựng mặt phẳng (ứ) 1 a tại o, 

( a) cắt b tại / (h.3.39) 


b B M 



Hình 3.38 



Hình 3.39 


10.BT.HINHHOC11(C)-A 
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- Dựng hình chiếu vuông góc của b là b' trên (à). 

- Trong mặt phảng (à), vẽ OHX b', H € b'. 

-Từ H dựng đường thẳng song song với a cất b tại B 

-TừB dựng đường thẳng song song với OH cắt a tại A 

Độ dài đoạn AB là khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau a và b. 


2. Ví dụ 


Ví dụ 1. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông ABCD cạnh a, có cạnh 
SA = h và vuông góc với mặt phẳng ( ABCD). Dựng và tính độ dài đoạn vuông 
góc chung của: 

a) SB vạ CD ; b) sc và BD ; c) sc và AB. 


a) Ta có 


giãi 

BC1SA Ị 
BCXAB 


BC 1 (SAB) 


BC1 SB. 


Mặt khác BQ _L CD. Vậy BC là đoạn 
vuông góc chung của SB và CD. 
Khoảng cách giữa SB và CD là đoạn 
BC = a (h.3.40). 


b) Ta có 


BD1SA 

BDỊAC 


=> BD -L (SAC) tại o. 


s 



Trong mặt phẳng (SAC) từ o hạ OH 1 sc tại H ta có OH1 sc và OH1BD vì 
BD -L ( SAC ). Vậy OH là đoạn vuông góc chung của BD và sc. 


Ta có - - 7 - 7 - = sin ACS. Vậy OH = 

oc sc 


OC.SA _ ơsj2 

sc __ T 


h 



c) Ta có 


AB1SA 
AB1 ÁD\ 


=> AB1 (SAD). 


Trong mặt phẳng (SAD) ta có SD là hình chiếu vuông góc của sc, ta vẽ 
AK _L SD tại K. Trong mặt phẳng ( SCD) vẽ KE IICD với E e sc. 


Trong mặt phẳng (KE, AB) vẽ EF I/ AK với F e AB. Ta có AB và CD cùng 
vuông góc với mặt phẳng ( SAD ) nên AB X AK và CD X AK. 
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Ta có 


AK _L SD 


\=>AK1. c SCD ) => AK 1sc. 


/4A:_L CD 

Vậy AK _L /45 và /4/^ -L SC. Vì £F // /lA' nên £F 1 /45 và £F 1sc. 
Do đó EF là đoạn vuông góc chung của sc và AB. 

AS.AD ah 


Ta có EF = AK = 


SD 


V 


<3 + h 


Ví dụ 2. Cho tứ diện OABC có OA, OB, oc đôi một vuông góc với nhau và 
OA = OB = oc = a. Gọi I là trung điểm của BC. Hãy dựng và tính độ dài đoạn 
vuông góc chung của các cặp đường thẳng : 


a) OA và BC ; 


b) AI và oc. 


. >. 


Ọiái 


a) Ta có 


OAI OI 


N 

> 


OI là đoạn vuông 


BCIOI 

góc chung của OA và BC (h.3.41). 
BC _ aj 2 


Ta có OI = 


b) Ta có 


2 2 

OCIOA' 
OC-LOB 


oc 1 (0/45) tại o. 



c 


Hình 3.41 


Từ / vẽ IK II oc thì IK vuông góc với mặt 
phảng (0/45) tại trung điểm K của đoạn 05. 

Ta có AK là hình chiếụ vuông góc của AI trên 
mật phẳng (0/45). 

Trong mặt phẳng (0/45) vẽ OH T AK. Dựng HE II oc với E e AI và dựng 
EFII OH với Fg oc. Khi đó EF là đoạn vuông góc chung của AI và oc. 

Ta có EF = OH. 

Trong tam giác vuông OAK ta có : —= —U- + — = -rr + —- ^ 


_ 1 1 

OH 2 0/4 2 OK 2 


a 


Vậy OH 2 => OA/ = 


/ x2 2 

' a 1 a 

V 2 J 


5 


= EF. 
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Khoảng cách giưa AI và oc là EF = 


a\Ỉ5 

~ 5 ~ 


'ựịấụ 3. Hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông ABCD tâm o có cạnh AB = a. 
Đường cao so của hình chóp vuông góc với mặt đáy ( ABCD ) và có so = a. 

Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng sc và AB. 


giải 

Vì ABIICD nên ABII ( SCD ). Mặt khác, 
sc c (SCD ) nên khoảng cách giữa AB 
và sc chính là khoảng cách giữa AB và 
(,SCD) (h 3.42). 

Gọi /, K lần lượt là trung điểm của AB, 
CD thì ta có ớ là trung điểm của IK và 
IK 1 CD. Do đó : 


d(AB, (. SCD )) = dự, (, SCD )) = 2 dự), (. SCD )). 


Ta có 


CD ISO' 
CDIOKỈ 


=> CD 1 (SOK) 


=> (SCO) 1 (SOK) với SK = (SCD) n (SOK). 


s 



Hình 3.42 


Trong tam giác vuông SOK ta có OH -L SK nên OH -L ( SCD ), do dó 

OH = d(0, (SCD)). 


Ta có 


1 


1 


+ 


1 


1 


+ 


1 


OH L OS L OK 


a' 


{ \2 
' a ' 


1 . 4 


a 


a 


a 




Do đóOH=^ệ-- 

5 


Vậy d(SC, AB) = d(AB, c SCD )) = 2d(0, (,SCD )) = 2 OH = 


2ayÍ5 

— 
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c. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 


3.33. Cho hình lập phương ABCD.A'B’C'D' cạnh a. Chứng minh rằng khoảng cách 
từ các điểm A', B, D; c, B', D' tới đường chéo AC' bằng nhau. Tính khoảng 
cách đó. 

3.34. Hình chóp SABCD có đáy là hình vuông ABCD cạnh a. Các cạnh bên 
SA - SB = sc = SD = a\J2 . Gọi / và K lần lượt là trung điểm của AD và BC. 

a) Chứng minh mặt phẳng ( SIK) vuông góc vói mặt phẳng (SBC). 

b) Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng AD và SB. 

3.35. Cho hình lập phương ABCDẠB'C'D' . 

a) Chứng minh đường thẳng BC' vuông góc với mặt phẳng (A'B'CD). 

b) Xác định và tính độ dài đoạn vuông góc chung của AB' và BC'. 

3.36. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là nửa lục giác đều ABCD nội tiếp tr-ig 
đường tròn đường kính AD = 2 a và có cạnh SA vuông góc với mặt phẳng đáy 

(ABCD) với SA =aj 6. 

a) Tính các khoảng cách từ A và B đến mặt phẳng (SCD). 

b) Tính khoảng cách từ đường thẳng AD đến mặt phẳng (SBC). 

3.37. Tính khoảng Cách giữa hai cạnh đối trong một tứ diện đều cạnh a. 

3.38. Tính khoảng cách giữa hai cạnh AB và CD của hình .tứ diện ABCD biết rằng 
AC = BC = AD = BD = a và AB = p, CD = q. 

3.39. Hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh đáy bằng 3 a, cạnh bên bằng 2 a. Gọi 
G là trọng tâm của tam giác đáy ABC. 

a) Tính khoảng cách từ s tới mặt phẳng đáy (ABC). 

b) Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng AB và SG. 

3.40. Cho hình lăng trụ tam giác ABC.ABC' có tất cả các cạnh bên và cạnh đáy 

đều bằng a. Các cạnh bên của lăng trụ tạo vói mặt phẳng đáy góc 60° và hình 
chiếu vuông góc của đỉnh A lên mặt phẳng (ABC) trùng với trung điểm của 
cạnh BC. 

a) Tính khoảng cách giữa hai mặt phẳng đáy của lăng trụ. 

b) Chứng minh rằng mặt bên BCCB’ là một hình vuông. 
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CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG III 


3.41. Trong các mệnh đề sau đây mệnh đề nào đúng ? Mệnh đề nào sai ? 

a) Cho hai đường thẳng ứ và ờ song song với nhau. Nếu có một đường thẳng 
d vuông góc với a thì d vuông góc với b. 

b) Hai đường thẳng phân biệt cùng vuông góc với một mặt phẳng thì chúng 
song song với nhau. 

c) Một mặt phẳng {à) và một đường thẳng ơ cùng vuông góc với đường 
thẳng b thì a // {a). 

d) Hai mật phẳng ( a) và (/?) phân biệt cùng vuông góc với một mặt phẳng 
(ỵ) thi (a) // (/?). 

e) Hai đường thẳng phân biệt cùng vuông góc với một đường thẳng thì 
chúng song song với nhau. 

f) Hai mặt phẳng phân biệt cùng vuông góc với một đường thẳng thì chúng 
song song. 

3.42. Xét các mệnh đề sau đây xem mệnh đề nào đúng, mệnh đề nào sai ? 

a) Qua một điểm, có duy nhất một mặt phẳng vuông góc với một mặt phẳng 
cho trước. 

b) Qua một đường thẳng, có duy nhất một mật phẳng vuông góc với một 
đường thẳng cho trước. 

c) Qua một điểm, có duy nhất một mặt phẳng vuông góc với một đường 
thẳng cho trước. 

d) Cho hai đường thẳng a và b. Nếu có mặt phẳng {tí không chứa cả a và b 
thì a Vữb chéo nhau. 

3.43. Trên mặt phẳng {tí cho hình vụông ABCD. Các tia Ax, Bỵ, Cz, Dt vuông góc 

với mặt phẳng {tí) và nằm về một phía đối với mặt phẳng {tí). Một mặt 

phẳng (yổ) lần lượt cắt Ax, By , Cz, Dt tại A\B\ c\ D'. 

a) Tứ giác A'B'CV' là hình gì ? Chứng minh rằng AA’ + CC’ = BB' + Dư. 

b) Chứng minh rằng điều kiện để tứ giác A'B’C’D' là hình thoi là nó có hai 
đinh đối diện cách đều mặt phẳng ( tí). 

c) Chứng minh rằng điều kiện để tứ giác A'B’C'D' là hình chữ nhật là nó có 
hai đỉnh kề nhau cách đều mật phảng ( tí- 

3.44. Hình chóp tam giác S.ABC có đáy là tam giác đều ABC cạnh la, có cạnh sc 

vuông góc với mặt phẳng đáy {ABC) vầSC = lơ. 
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a) Tính góc giữa SA và BC. 

b) Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau SA và BC. 

3.45. Cho tứ diện ABCD. Chứng minh rằng AB vuông góc với CD khi và chỉ khi 

AC 2 + BD 2 = AD 2 + BC 2 . 

3.46. Cho hình lập phương ABCD.À'B'C'D'. Hãy tính góc của các cập đường thẳng 
sau đây : 

a) AB' và BC' ; b) AC’ vàCD'. 

3.47. Cho hai tia Ax và By vuông góc với nhau nhận AB làm đoạn vuông góc 
chung. Gọi M và N là hai điểm di động lần lượt trên Ax và Bỵ sao cho 
AM + BN = MN. 

Đặt AB = 2 a, gọi o là trung điểm của AB và H là hình chiếu vuông góc của 
điểm o trên đường thẳng MN. 

a) Chứng minh rằng OH = a,HM = AM, HN = BN. 

b) Gọi Bx' là tia song song và cùng chiều với tia Ax và K là hình chiếu 
vuông góc của H trên mặt phẳng (Bx\ By). Chứng minh BK là phân giác 

của góc x'By. 

c) Chứng minh điểm H nằm trên một đường tròn cô định. 

a\Ỉ3 

3.48. Hình thoi ABCD tâm o, có cạnh a và có OB = —— • Trên đường thẳng 

vuông góc với mặt phẳng ( ABCD ) tại 0 ta lấy một điểm s sao cho SB = a. 

a) Chứng minh tam giác SAC là tam giác vuông và sc vuông góc với BD. 

b) Chứng minh (SAD) 1 (SAB), (SCB) 1 ( SCD). 

c) Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng SA và BD. 


CẨU HOI TRẢC NGHIẸM 

3.49. Cho hình hộp ABCD.AB’C’D’ với tâm o. Hãy chỉ ra đẳng thức sai trong các 
đẳng thức sau đây : 

(A ) ÃC’= ÃB+ ÃD+ ÃA'■, (B) ÃB + BC' + CD + ỮA = 0 ; 

(C) AB + AA' = AD + DD' ; (D ) Ãẽ+ BC+ CC' = Ãữ+ wd+ Õc'. 
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3.50. Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A'B’C’. Đặt AA' = ã, AB = Ĩ> , AC = c, 
BC = d. Trong các biểu thức vectơ sau đây, biểu thức nào là đúng ? 

(A )ã = b + c ; (B) ã+b+c+d=d ; 

(C) ĩ> + c - d = 0 ; (D) ã + ĩ> + c =d. 

3.51. Cho tứ diện đều ABCD có cạnh bằng a. Hãy chỉ ra mệnh đề sai trong các 
mệnh đề sau đây : 

__ _ 2 __ __ 

(A) AB.AC = -~; (B) AB -L CD hay AB. CD = 0; 

(C) ÃB + CD + BC + DĂ = 0-, (D) ÃC.ÃÕ = ~ÃC£D. 

3.52. Hãy chọn mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau đây : 

(A) Cho hình chóp S.ABCD. Nếu có SB + SD - SA + sc thì tứ giác ABCD là 
hình bình hành; 

(B) Tứ giác ABCD là hình bình hành nếu AB = CD ; 

(C) Tứ giác ABCD là hình bình hành nếu AB + BC + CD + DA = 0 ; 

(D) Tứ giác ABCD là hình bình hành nếu Ãè + ÃC = ÃD. 

3.53. Hãy tìm mệnh đề sai trong các mệnh đề sau đây : 

(A) Ba vectơ ã, b, c đồng phẳng nếu có một trong ba vectơ đó bằng vectơ 0 ; 

(B) Ba vectơ ã, b, c đồng phảng nếu có hai trong ba vectơ đó cùng phương; 

(C) Trong hình hộp ABCD.AB'C’D’ bã vectơ AB', C'A', DA' đồng phẳng ; 

(D) Vectơ X = d + b + c luôn luôn đồng phẳng với hai vectơ d và b. 

3.54. Cho hình lập phương ABCD.AB'C’D’ có cạnh bằng a. Hãy tìm mệnh đề sai 
trong những mệnh đề sau đây : 

(A) ÌÃci = aS ; (B) Ãư. ÃB' = a 2 

(C)ÃB'.CD' = 0 ; (D) 2ÃB + Wc' + CD + ỮA'= 0. 

3.55. Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào là sai ? 

(A) Cho hai vectơ không cùng phương d và b. Khi đó ba vectơ 3, b, c 

đồng phẳng khi và chỉ khi có cặp số m, n sao cho c = mơ + tib , ngoài ra 
cặp số m, n là duy nhất. 
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(B) Nếu có mã + nb + pc = 0 và một trong ba số m, n, p khác 0 thì ba vectơ 
ã, b, c đồng phăng. 

(C) Ba vectơ ã, b, c đồng phẳng khi và chỉ khi ba vectơ đó cùng có giá 
thuộc một mặt phẳng. 

(D) Ba tia Ox, Oy, Oz vuông góc với nhau từng đôi một thì ba tia đó không 
đồng phẳng. 

3.56. Cho hai điểm phân biệt A, B và một điểm o bất kì. Hãy xét xem mệnh đề 

nào sau đây là đúng ? 

(A) Điểm M thuộc đường thẳng AB khi và chỉ khi OM = OB = kBA. 

(B) Điểm M thuộc đường thẳng AB khi và chỉ khi OM - OB = k(OB-OA). 

(C) Điểm M thuộc đường thẳng AB khi và chỉ khi OM - kOA + (1 - k) OB. 

(D) Điểm M thuộc đường thẳng AB khi và chỉ khi OM - OA + OB. 

3.57. Các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng, mệnh đề nào sai ? 

(A) Hai đường thẳng phân biệt cùng vuông góc vói một mặt phẳng thì song 
song với nhau. 

(B) Hai đường thẳng phân biệt cùng vuông góc với một đường thẳng thứ ba 
thì song song với nhau . 

(C) Hai mặt phẳng phân biệt cùng vuông góc với một mặt phẳng thứ ba thì 
song song với nhau. 

(D) Mặt phẳng ( a ) và đường thẳng a cùng vuông góc với đường thẳng b thì 
song song với nhau. 

3.58. Hãy xét sự đúng, sai của các mệnh đề sau (vói a, b, c là các đường thẳng): 

(A) Nếu a ± b và b ± c thì a II c ; 

(B) Nếu a // b và b ± c thì a ± c ; 

(C) Nếu a vuông góc vói mặt phẳng {tí) và b song song với mặt phẳng (tí) 
thì a -L b ; 

(D) Nếu a ± b, c -L b và ơ cắt c thì b vuông góc với mặt phẳng (a, c). 

3.59. Cho các mệnh đề sau với (tí) và (/ớ) là hai mặt phẳng vuông góc với nhau với 

giao tuyến m = (tí) n (p) và a, b, c, d là các đường thẳng. Hãy xét xem 

mệnh đề nào đúng, mệnh đề nào sai ? 

(A) Nếu a c (tí) và a _L m thì a 1 (j3). 

(B) Nếu b -L m thì b c (tí) hoặc b c (J3). 
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(C) Nếu c // m thì c // (à) hoặc c // (yớ). 

(D) Nếu ả -L m thì d -L (tí). 

3.60. Cho a, b, c là các đường thẳng. Mệnh đề nào sau đây là đúng ? 

(A) Nếu albvằ mặt phảng (à) chứa a ; mặt phẳng (fi) chứa b thì (tí) -L (P). 

(B) Cho a -L b và b nằm trong mật phảng (tí). Mọi mặt phảng (/?) chứa a và 
vuông góc với b thì (J3) -L (a). 

(C) Cho a Ả. b. Mọi mặt phẳng chứa b đều vuông góc với a. 

(D) Cho a // b. Mọi mặt phẳng (tí) chứa c trong đó c 1 a và c -L b thì đều 
vuông góc với mặt phẳng ( a , b). 

3.61. Chọn mệnh đế đúng trong các mệnh đề sau đây : 

(A) Qua một đường thẳng, có duy nhất một mặt phảng vuông góc với một 
đường thẳng khác ; 

(B) Qua một điểm có duy nhất một mặt phẳng vuông góc với một mặt phẳng 
cho trước ; 

(C) Cho hai đường thẳng a và b vuông góc với nhau. Nếu mặt phảng (tí) 
chứa a và mặt phảng {(ỉ) chứa b thì (ơr) _L (yổ); 

(D) Cho hai dường thẳng chéo nhau a và b dồng thời a _L b. Luôn có mặt 
phẳng (à) chứa a để (a) 1 b. 

3.62. Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào đúng ? 

(A) Cho hai đường thẳng a và b vuông góc với nhau, nếu mặt phăng (a) 
chứa a và mặt phẳng iP) chứa b thì ( a) -L (J3). 

(B) Cho đường thẳng a vuông góc với mặt phẳng (or), mọi mặt phẳng (ậ) 
chứa a thì {/3) -L (à). 

(C) Cho hai đường thẳng a và b vuông góc với nhau, mật phảng nào vuông 
góc với đường này thì song song với đường kia. 

(D) Cho hai đường thẳng chéo nhau a và b, luồn luôn có một mật phẳng 
chứa đường này và vuông góc với đường thẳng kia. 

3.63. Cho tứ diện đều ABCD. Khoảng cách từ điểm D tới mặt phẳng (ABC) là : 

(A) Độ dài đoạn DG trong đó G là trọng tâm của tam giác ABC ; 

(B) Độ dài đoạn DH trong đó H là hình chiếu vuông góc của điểm D trên 
mặt phảng (ABC) ; 

(C) Độ dài đoạn DK trong đó K là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC ; 

(D) Độ dài đoạn DI trong đó I là trung điểm của đoạn AM yới M là trung 
điểm của đoạn BC. 

Trong các mệnh để nêu trên mệnh đề nào là sai ? 


154 



3.64. Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' cạnh a. 

Trong các mệnh đề sau mệnh dề nào là đúng ? 

(A) Khoảng cách từ điểm A đến mặt phăng ( A'BD ) bằng -- • 

(B) Độ dài đoạn AC' bằng a\j 3 . 

(C) Khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng ( CDD'C ') bằng ãy/ĩ. 

(D) Khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng {ẸCC B') bằng --a. 


3.65. Khoảng cách giữa hai cạnh đối trong một tứ diện đều cạnh a bằng : 

(A) ; (B) ^ ; (C) ^ ; (D) 2 a. 

H 

Hãy chọn kết quả đúng. 

3.66. Hãy chọn kết quả đúng của bài toán sau đây : 

Hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh đáy bằng 3 a, cạnh bên bằng 2 a. 

Khoảng cách từ đỉnh s tới mặt phẳng đáý là : 

(A) 1 ,5a ; . (B)ứ; (C) ayfĩ ; (D) ay/ĩ. 

3.67. Các mệnh đề sau mệnh đề nào là đúng ? 

(A) Đường vuông góc chung của hai đường thẳng a và b chéo nhau là một 
đường thẳng d vừa vuông góc với a và vừa vuông góc với b. 

(B) Đoạn vuông góc chung của hai đường thẳng chéo nhau là đoạn ngắn 
nhất trong các đoạn nối hai điểm bất kì lần lượt nằm trên hai đường 
thẳng ấy và ngược lại. 

(C) Cho hai đường thẳng chéo nhau a và b. Đường vuông góc chung luôn 
luôn nằm trong mặt phẳng vuồng góc với a và chứa đường thẳng b. 

(D) Hai đường thẳng chéo nhau là hai đường thẳng không song song với nhau. 


3.68. Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D' có ba kích thước AB = a, AD = b, 
AA' = c. Trong các kết quả sau đây kết quả nào là sai ? 

(A) Độ dài đường chéo BD 'bằng v<3 2 + b 2 +c 2 . 

(B) Khoảng cách giữa hai đường thẳng AB và CC' bằng b. 

(C) Khoảng cách giữa hai đường thẳng BB' và DD' bằng V(3 2 + ồ 2 . 


(D) Khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng (A'BD) bằng 


ịVứ 2 + 6 2 +c 2 . 
3 
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3.69. Tìm mệnh đề sai trong các mệnh đề sau đây : 

(A) Khoảng cách giữa dường thẳng a và mặt phẳng (a) song song với a là 
khoảng cách từ một điểm A bất kì thuộc a tới mặt phảng (a). 

(B) Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau a và b là khoảng cách từ 
một điểm M thuộc mặt phẳng (a) chứa a và song song với b đến một 
điểm N bất kì trên b. 

(C) Khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song là khoảng cách từ một điểm 
M bất kì trên mặt phẳng này đến mặt phăng kia. 

(D) Nếu hai đường thẳng a và b chéo nhau và vuông góc với nhau thì đường 
vuông góc chung của chúng nằm trong mặt phẳng ( a ) chứa đường này 

và ( a) vuông góc với đường kia. 


HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP số 


§1. VECTƠ TRONG KHÔNG GIAN 



Hình 3.43 

= Aứ + tiư + Ị-ĩtt)’ 

2 


= AB + BB' + ^-gư 
2 

b) ÃD + ữỡ + ỮA' = ÃD + DC + CB 

(vì WỠ = DC và Wa' = CB)nẻnÃD + ữc' + ỮA' = ÃB (h.3.43). 
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3.2. Giả sử bốn điểm A, B , c, D tạo thành một hình bình hành (h.3.44), ta có : 
BC = ĂD <=> Õc-ÕB - ÕD-OA (với điểm o bất kì) 


<=> OC + OA = OD + OB. 
Ngược lại giả sử ta có hệ thức : 

ÕC + ÕẢ = ÕD + ÕB 

<=> ÕC-ÕB = ÕD-ÕĂ 

<=> ĩc = ~ÃỎ. 

Vì A, B, c, D không thẳng hàng nên 
tứ giầc ABCD là hình bình hành. 



3.3. Ta có 


PQ = j-(PC + PD ) 


= j- ( AC-AP) + (BD-BP ) 
^ — — 

= ị ( ÃC + BD)-(ÃP + BP ) 
2 --r-- 


= ị-|(AM + 5A0 

2 r 

vì Ãc - ị.ÃM và BD = ị.BN 
k k 



Đồng thời AM = AP + PM và BN = BP + PN , nên 

~PQ = 1 - (pm + ĨN) v\ÃP + BP = 0. 
2 /^ 


Vậy PQ = -rr PM+ị-PN. 

■ 2k 2k 

Do đó ba vectơ PQ, PM, PN dồng phẳng (h.3.45). 
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3.4. Gọi G và G' lần lượt là trọng tâm của tam giác ABC và tam giác MNP 
(h.3.46). Ta có: 

GG' = GẢ + ~ÃM + ~MG' 

+ GG' = GB + BN + NƠ 

GG' = GC + CP + PG' __ 

3GG' = (GA + GB + GC) + (ÃM + ~BN + CP) + (Mơ + NG'+ PG'). 

Vì G là trọng tâm của tam giác ABC nên 
GA + GB + GC = õ và G’ là trọng tâm của tam 
giác MNP nên ~MƠ + NG' + PG' = Ố. 

Do đó: 3 GG'= ÃM+ ~BN+ CP 
hay GG'= ị(ÃM+ ~BN+ CP) = ^ÃẤ'. 

Vì điểm G cố định và A/T là vectơ không 

đổi nên G’ là điểm cố định. Vậy mặt phẳng 
(MNP) luôn luôn đi qua điểm G' cố định. 



3.5. Ta có BB' = BA + AB', Dư = DA + AD' (h.3.47). 
Do đó BB' + DƯ =(BẴ + DĂ)+ ( ÃB' + ÃD'). 

Vì BẴ = CD và ÃB' + ÃD' = Ãc' 
nên BB' + DD'= (CD + DA) + ÃC '. 

Vậy BB' + DD' = CĂ + ÃƠ = cc'. 

Hệ thức BB' + Dư = cc' biểu thị sự đồng 
phẳng của ba vectơ BB', cc\ Dư . 



3.6. Lấy điểm o cố định rồi đặt ơ/4j = ơị, OBị = bị, oc J = Cị , ƠDị = dị (h.3.48). 
Điều kiện cần và đủ để tứ giác AyBiCịDy là hình bình hành là 
«1 + Cj =bị+ dị (theo bài tập 3.2) (1). 
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Đặt OA 2 =ã 2 , OB 2 =b 2 , 0C 2 =c 2 , 

0D 2 = d 2 . Điểu kiện cần và đủ để tứ 
giác A 2 B 2 C 2 D 2 là hình bình hành là : 

a 2 c 2 = ^2 + 2 2 ( 2 ). 

Đặt ÕĂ = ã, ÕB = b,ÕC = c,ÕD = d. 

Ta có 4^ỉ- = 3 => ÃÃi = -3Ã42 

AA 2 

<=> ÕA l -ÕA = -3(ÕÃ^-ÕẴ) 
<=>2ị -5 = -3(3 2 -2) 

<=> 2 = -^-(2| + 32 2 ). 



Hình 3.48 


Tương tự: 2 = -ị(2j + 3^), 2 = ^-(?i +3c 2 ), 2 = -ị(2j + 3d 2 ). 

_ ^ _ 1 1 ^ 1 ^ 3 

Taco ữ + c = —(ứị + 3ữ 2 ) + —(cị +3c 2 ) = —(fl| + c i) + “( ữ 2 + c 2) 


và 2 + 2 = -^{b x +32 2 ) + ^-(2 1 +32 2 ) = ^(2j +d Ị ) + ^(b 2 +d 2 ). 

Từ (1) và (2) ta có 2j+c, =2,+2, và 2 2 +c 2 = 2 2 +2 2 nên suy ra 

ũ + c — b + 2 <=> 0/4 + oc = ỮB + ỠD 
<=> tứ giác ABCD là hình bình hành. 


1 


1 


3.7. a) Ta có : PP' = ^-AD, QQ' = ±DA', 

2 2 


1 


RR' = r-A'A (h.3.49). 

2 

Vậy pp' + QQ' + RR' = ^ (AD + DA'+A'A) = 0. 

2 



Hình 3.49 






b) Gọi G và G' lần lượt là trọng tâm các tam giác PQR và P’Q'R'. 

Theo câu a) ta có pp' + QQ' + RR' = 0. 

Do đó (PG + GG' + ỠP) + (ÕG + GG' + ỠQ')+ (E + GG' + ỡỉ?) = 0 

<=> ( PÕ+QG + ^ + SGG^iữP + ỡự+G V) = Ô 

> , t \ 

0 0 

<=> 3 GG' = 6 => G trùng với G'. 

Vậy hai tam giác PQR và P’Q’R’ có cùng trọng tâm. 


§2. HAI ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC 


3.8. Ta có (h:3.50): 

GD.GẴ + GD.GB + GD.GC = GD .(GA + GB + GC) 

= GD.Õ =0 

(Vì G là trọng tâm của tam giác ABC nên ° 

GA + GB + GC = Õ). 

3.9. Ta cần chứng minh AB. CD = 0 (h.3.51). 



Đặt AB = Ĩ>, AC = c, AD = d. Ta có: 


Hình 3.50 


MN = MA + AN =- Ị-AC + ị(AB + AD) 

2 2 


Suy ra MN = ^r(b + d-c). 

QP = QẦ + ÃP 

= - ị-ÃD + ị-(ÃB + ÃC) 
2 2 

= ^-(b + c -d). 



Hình 3.51 


160 


——*2 —♦2 

Theo giả thiết ta có MV = PỐ ^ MV = QP • 

(b + d-c) 2 = (b + c-d ) 2 « ĩ)2-b.c-d.c = b.c-ĩ)2~c2 

<=> 2Ồ.3 - 2Ồ.C = 0 
<=> b.(d-c) = 0 

<^ÃB.(ÃD-ÃC) = 0 

<=> Ãi .CD = 0 <=> AB 1 CD . 


3.10. Ta tính côsin của góc giữa hai vectơ sc và AB . Ta có 

— —• SCÃB (SẮ + ĂC).ÃB SẮ.ÃB + ÃC.ÃB 
cos (SC, AB) = — — — = -—^-=--r- 

sc . AB a l a 2 


Theo giả thiết ta suy ra hình chóp có các tam giác đều là SAB, SAC và các tam 
giác vuông là ABC vuông tại A và SBC vuông tại 5. 

s 

2 


Do đó SA.AB = a. a. cos 120° = - 

2 

và AC. AB =0. 


a 


Vậy cos (SC,AB) - 


_ 2 


+ 0 


a 


Ị_ 

2 


hay (SC,AB)= 120° (h.3.52). 

Vậy góc giữa hai vectơ AB và sc bằng 120°. 
3.11. Cách thứ nhất 

Dễ thấy tam giác ABC vuông tại A nên 
/4C.A6 = 0 (h. 3.53) và tam giác SAB đều 
nên (5/4, AB) = 120°. 


SC.AB = (SA + AC).AB = SA.AB + AC.AB 

= EIJã3.cos120° =-— 

2 



Hình 3.52 


B 



B 


Hình 3.53 


11.BT.HlNHHOC11(C)-A 
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Ị_ 

2 


=> cos(SC,AB) = 


SC.AB 

Scị.ÌÃB 




Do đó góc giữa hai đường thẳng sc và AB bằng 60°. 

Cách thứ hai 

Gọi M, N, p lần lượt là trung điểm của SA, SB, AC. Để tính góc giữa hai 
đường thẳng sc và AB, ta cần tính NMP. 

Ta có NB = MP = ị’ SP 2 =^-’ BP 2 =^~ ; 

2 4 4 

BP 2 + SP 2 = 2NP 2 + => NP 2 = • 

2 4 

Mặt khác NP 2 = NM 2 + MP 2 - 2 MN.MP cos NMP 

=> cos ĨĨMP =- á— = -1 => NMP = 120°. 

?.£.£ 2 

2 2 

Vậy góc giữa hai đường thẳng sc và 
AB bằng 60°. 

3.12. Giả s ử a // b vầ c -L a. Lấy điểm o 
bất kì trên c, kẻ a' II a qua o suy ra 

cOa' — 90°. Dễ thấy a’ II b nên cOá 
chính là góc giữa hai đường thẳng c và 
b, do đó c 1 b (h.3.54). 

3.13. Từ giả thiết suy ra tứ giác ABCD lậ 
hình thoi, do đó AC 1 BD (h.3.55). 

Dễ thấy mặt chéo BDD'B' của hình 
hộp đã cho là hình bình hành, do đó 
BD II B'D’. Từ đó, theo bài 3.12 suy ra 
AC 1 B'D\ 


Hình 3.55 

11.BT.HINHHOC11(C)-B 
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3.14. Trước hết ta dễ thấy tứ giác A'B'CD là hình 
bình hành, ngoài ra B'C = a = CD nên nó là 
hình thoi. Ta chứng minh hình thoi A'B'CD 
là hình vuông (h.3.56). Thật vậy, ta có : 

CB'.CD = (CB + 1ĨB')1ĨẢ = CB.BA + BƯ.BA 


2 2 

Vậy tứ giác A 'B'CD là hình vuông. 

3.15. PQ = PĂ + ÃC + CQ ; (1) 

PQ = PB + BD + DQ. (2) 

Cộng từng vế (1) và (2) ta có 
2PQ = ÃC + BD (h.3.57). 

Suy ra ĨPQĂB = ÃC.ĂB + lìDÃB = 0 
hay PQ.AB = 0, tức là PQ -L ẠB. 



B 


c 

Hình 3.57 



§3. ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC VỚI MẶT PHANG 


AA'l(a)} 

J.lo. . > 

BB'l(a)ị 


=>AA’II BB\ 


Mặt phẳng (AA\ BB') xác 
định bởi hai đường thẳng 
song song AA\ BB' cắt mặt 
phẳng (ữ) theo giao tuyến 
qua ớ, A \ B'. Do đó ba điểm 
o, A\ B’ thẳng hàng. 


Hai tam giác vuông OAA' và 
OBB' bằng nhau vì có một 
cạnh huyền và một góc nhộn 
bằng nhau nên từ đó ta suy 
ra AA' - BB' (h.3.58). 


A 
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3.17. Hai mặt phảng (tí) và (P) không thể trùng nhau vì nếu chúng trùng nhau thì 

từ một điểm c ta dựng được hai đường thẳng CA, CB cùng vuông góc với một 

mặt phẳng, điều đó là vô lí (h.3.59). 

* 

Mặt khác (tí) và (P) cũng không song song với nhau. Vì nếu (tí) // (/?K thì từ 
CB _L (Ị3) ta suy ra CB _L (tí). 


Như vậy từ một điểm c ta dựng được 
hai đường thẳng CA, CB cùng vuông 
góc với (tí), điều đó là vồ lí. 

Vậy (a) và (P) là hai mặt phẳng không 
trùng nhau, không song song vái nhau và 
chúng phải cắt nhau theo giao tuyên d, 
nghĩa là d = (tí) n (P). 



CAld 


CBld 


d 1 (ABC) 


3.18. a) BC 1 AH và BC 1 A'H vì A'H 1 (ABC) 
=> BC -L (ATM) => BC _L AA' 

và B'C' -L AA' vì BCII B'C'. 

b) Ta có AA' /I BB' II CC' mà BC A AA' 
nên tứ giác BCCB' là hình chữ nhật. VI 
AA' II (BCCB) nên AA' II MM' và vì 
AA' _L BC nên ta suy ra MM' _L BC và 
MM' _L B'C' hay MM' là đường cao của 
hình chữ nhật BCC'B' (h.3.60). 


3.19. Ta có SA 1 (ABC) => SA 1 DC c (ABC). 

Vì AC và BD cắt nhau tại trung điểm o 
của mỗi đoạn nên tứ giác ABCD là hình 
bình hành và ta có AB II DC. Vì 
AB _L AC nên CD _L CA. Mặt khác ta có 
CD 1 SA, do đó CD 1 (SCA) (h.3.61) 


c 



A' 



Hình 3.60 


s 



Hình 3.61 
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3.20. a) Tam giác ABC cân đỉnh A và có / là 
trung điểm của BC nên AI 1 BC. Tương 
tự tam giác DBC cân đỉnh D và có / là 
trung điểm của BC nên DI 1 BC. Ta 
suy ra : 

BC1 (AID) nên BC1AD. 

b) Vì BC 1 (AID) nên BC 1 AH. 

Mặt khác AH _L ỈD nên ta suy ra AH 
vuông góc vói mặt phẳng (BCD) (h.3.62). 


A 



3.21. Phẩn thuận. Nếu MA = MB = MC 
nghĩa là M cách đều ba đỉnh của tam 
giác ABC và MO vuông góc với mặt 
phẳng (ABC) thì ta có ba tam giác 
vuông MOA, MOB, MOC bằng nhau. 

Từ đó ta suy ra OA = OB = oc nghĩa là 
A, B, c nằm trên đường tròn tâm o 
ngoại tiếp tam giác ABC. Vậy điểm M 
cách đều ba đỉnh của tam giầc ABC thì 
nằm trên đường thẳng d vuông góc với 
mặt phẳng (ABC) tại tâm o của đường 
tròn ngoại tiếp tam giác ABC (h.3.63). 

Phần đảo. Nếu ta lấy một điểm M bất kì thuộc đường thẳng d nói trên thì ta có ba 
tam giác vuông MOA, MOB, MOC bằng nhau. Do đó ta suy ra MA = MB = MC 
nghĩa là điểm M cách đều ba đỉnh của tam giác ABC. 

Kết luận. Tập hợp những điểm cách đều ba đỉnh của tam giác ABC là đường 
thẳng d vuông góc với mặt phẳng (ABC) tại tâm o của đường tròn (C) ngoại 
tiếp tam giác ABC đó. Người ta thường gọi đường thẳng d là trục của đường 
tròn (C). 



Hình 3.63 


§4. HAI MẶT PHẲNG VUÔNG GÓC 


3.22. Theo giả thiết các mặt của hình hộp đều là hình thoi (h.3.64). 
Ta có ABCD là hình thoi nên AC1BD. 

Theo tính chất của hình hộp : BDIIB’D\ do đó AC 1 B’D'. 
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Chứng minh tương tự ta được 
AB' -L CD\ AD' _L CB'. 

Hai mật phẳng (AA’C’C) và ( BB'D'D) 
vuông góc với nhau khi hình hộp 
ABCD.A'B'C'D' là hình lập phương. 

3.23. Hai tam giác ABC và BAD bằng 
nhau (c.c.c) nên có các đường trung 
tuyến tương ứng bằng nhau : 

CM = DM (h.3.65). 

Ta có tam giác MCD cân tại M, do 
dó MN JL CD vì N là trung điểm của 
CD. Tương tự ta chứng minh được 
NA = NB và suy ra MN JL AB. Mặt 
phảng ( CDM ) không vuỏng góc với 
mạt phẳng ( ABN ) vì ( CDM ) chứa 
MN vuông góc với chỉ một đường 
thẳng AB thuộc (ABN) mà thổi. 

3.24. Vẽ AH 1 ( BCD ) tại H, ta có 
CD _L AH và vì CD -L AB ta suy ra 
CD JL BH. Tương tự vì BD JL AC ta 
suy ra BD -L CH (h.3.66). 

Vậy H là trực tâm của tam giác BCD 
tức là DH 1 BC. 

Vì AH JL BC nên ta suy ra BC -L AD. 

Cách khác. Trước hết ta hãy chứng 
minh hệ thức : 

ÃB.CD + ÃC .DB + ÃĐ.BC =0 
với bốn điểm A, B, c, D bất kì. 

Thực vậy, ta có : 



Hình 3.64 

A 



A 



AB.CD = AB.(AD-AC) = AB.AD-AC .AB (1) 

\ 

ÃC.DB = ĂC(ÃB-ÃD) = ÃC.ÃB-ÃC.ÃD (2) 

ÃD.BC = ÃD.(ÃC-ÃB) = ÃD.ÃC-ÃD.ĂB (3) 
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(l) + (2) + (3)<=> AB.CD + AC.DB + AD.BC =0 (4) 

Do đó nếu AB -L CD nghĩa là AB. CD - 0, AC -L BD nghĩa là AC. BD = 0 
từ hệ thức (4) ta suy ra AD . BC = 0, do đó AD -L BC. 


3.25. Vì AD _L (ABC) nên AD 1 BC. Ngoài ra 
BC _L AB nên ta có BC1 (ABD) (h.3.67). 

Vì mặt phẳng (BCD) chứa BC mà BC -L ( ABD ) 
nên ta suy rá mặt phảng ( BCD ) vuông góc 
với mặt phẳng (ABD). 

Hai mặt phảng (BCD) và ( ABD) vuông góc 
với nhau và có giao tuyến là BD. Đường 
thẳng AH thuộc mặt phảng ( ABD ) và vuông 
góc với giao tuyến BD nên AH vuổng góc 
với mặt phẳng ( BCD ). 


D 



B 

Hình 3.67 


3.26. a) Gọi o là tâm của hình thoi, ta có AC -L BD 
tại o (h.3.68). 

Vì SA = sc nên so 1AC. 

Do đó AC vuông góc với mặt phẳng ( SBD ). 

Ta Suy ra mặt phẳng (ABCD) vuông góc với 
mặt phẳng (SBD). 

b) Ba tam giác SAC, BAC, DAC bằng nhau 
(c.c.c) nên ta suy ra os = OB = OD. Vậy 
tam giác SBD vuông tại s. 


s 



Hình 3.68 


3.27. a) Ta có AB = AD = AA' = ơ 

và CB = C'D - C'A' = a4ĩ (h.3.69). 

Do đó theo bài 3.21, vì hai điểm A và C' 
cách đểu ba đỉnh của tam giác A'BD nên A 
và C' thuộc trục đường tròn ngoại tiếp tam 
giác BDA'. Vậy AC' -L (BDA"). Mặt khác, vì 
mặt phẳng ( ACCA *) chứa đưdng thẳng AC' 
mà AC' -L (BDA *) nên ta suy ra mặt phảng 
(ACC'A r ) vuông góc với mặt phẳng ( BDA '). 


B c 



A‘ D' 

Hình 3.69 
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b) Ta có ACC' là tam giác vuông có cạnh AC = dsỊĨ và CC’ = a. 

Vậy Aơ 2 = AC 2 + Cơ 2 '=> Aơ 2 = la 2 + a 2 = 3 a 2 . 

Vậy AC’ = aS. 


3.28. a) Vì S.ABC là hình chóp đều nên A ABC 
là tam giác đều và có SA - SB = sc. Do đó 
khi ta vẽ SH i_ (ABC) thì H là trọng tâm 
của tam giác đều ABC và ta có AH JL BC. 
Theo định lí ba đường vuông góc ta có 
SA 1 BC (h.3.70). 

Chứng minh tương tự ta có SB -L AC và 
sc 1AB. 

b) Vì BC1AH và BC1SH nên BC1 (SAH). 

Chứng minh tượng tự ta có CA JL (, SBH) 
và AB± (SCH). 


s 



3.29. a) Gọi A' là giao điểm của AH và BC. Ta 
cần chứng minh ba điểm s, K, A' thẳng 
hàng (h.3.71). 

Vì H là trực tâm của tam giác ABC nên 
AA’ -L BC. Mặt khác theo giả thiết ta có : 
SA 1 (ABC), do đó SA 1 BC. Từ đó ta suy 
ra BC 1 (SAA') và BC 1 SA’. Vậy SA’ là 
đường cao của tam giác SBC nên SA' phải 
đi qua trực tâm K. Vậy ba đường thẳng 
AH, SK và BC đồng quy. 

b) Vì K là trực tâm của tam giác SBC nên 
BK1SC. (1) 


s 



Mặt khác ta có BH JL AC vì H là trực tâm của tam giác ABC và BH _L SA vì 
SA 1 (ABC). 

Do đó BH 1 (SAC) nên BH 1 sc. (2) 

Từ (1) và (2) ta suy ra sc i_ (BHK). Vì mặt phẳng (SAC) chứa sc mà 
sc i (BHK) nên ta co (SAC) ± (BHK). 
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_ , BC±(SAA'), dođóBC 1 HK} 

c) Ta có __ ... * => HK _L (SBC) 

sc 1 (BHK), do đó sc 1 HK J 

mặt phẳng ( BHK) chứa HK mà HK J_ (SBC) nên ( BHK) -L (SBC). 


3 . 30 . a) VỈ 1 \ => BC1 (SAB) => (SBC) 1 ( SAB) (h.3.72). 

BC ISA 

b) AH _L SB mà SB là giao tuyến của hai mặt phẳng vuông góc là (SBC) và 
(SAB) nên AH 1 (SBC) . 

s 

c) Xét tam giác vuông SAB vói đường 
cao AH ta có : 

1 11113 a 

AH 2 - AS 2 + AB 2 ~ a 2+ 2a 2 ~ lá 2 

A 

. a\ 6 

Vậy AH = —• 

3 

d) Vì OK1 (SBC) mằAHl (SBC) nên 

OK ỊỊ AH, ta có K thuộc CH. Hình 3.72 

„ „ AH asj 6 
OK = -r- = ■ 

2 6 



3.31. a) Gọi I là giao điểm của mặt phẳng 
(à) với cạnh sc. Ta có (a) -L sc, 

AI <z (à) => sc -L AI. Vậy AI là đường 
cao của tam giác vuông SAC. Trong 
mặt phẳng SAC, đường cao AI cắt Sỡ 
tại K vằ AI c (a) nên K là giao điểm 
của Sớ với (cộ. 

• BD 1 AC) ___ 

b) Ta có _ _ _ => BD J- (Si4C). 

BD ISA 

=>BD 1 sc. 

Mặt khác BD c (SBD) nên (SBD) ± (Si4C). 

Vì BD 1 sc và (à) 1 sc nhưng BD không 
chứa trong (à) nên BDII (tí) (h.3.73). 


s 



Hình 3.73 
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c) Ta có K = SO n (a) và so thuộc mặt phẳng (SBD) nẽnK là một điểm 
chung của (à) và (SBD). Mặt phẳng (SBD) chứa BD // ( a) nên cắt (à) theo 
giao tuyến d II BD. Giao tuyến này đi qua K là' điểm chung của ( a) và ( SBD). 
Gọi-M và N lần lượt là giao điểm của d với SB và SD. Ta được thiết diện là tứ 
giác AMIN có đường chéo AI vuông góc với sc và đường chéo MN song song 
với BD. 


3.32. a) Ta có 


CD 1 AD' 
CD 1 SA * 


CD 1 ( SAD) 


(. SCD) 1 ( SAD ) (h.3.74). 


Gọi / là trung điểm của đoạn AB. Ta 
có AICD là hình vuông và IBCD là 
hình bình hành. Vì DI II CB và 
DI 1 ÁC nên AC 1 CB. Do dó 
CB 1 (&4C). 

Vậy (SBC) 1 (SAC). 



b) Ta có <p= SCA => tan <p = 


SA _ a _ \Ỉ2 
AC ayỊ2 2 


c) 


DI 1 AC' 
DI ISA 


=> DI 1 (SAC). 


Vậy (a) là mặt phẳng chứa SD và vuông góc với mặt phẳng (SAC) chính là 
mặt phẳng (SDĨ). Do đó thiết diện của (à) với hình chóp S.ABCD là tam giác 

đều SDI có chiểu dài mỗi cạnh bằng av2 . Gọi H là tâm hình vuông AICD ta 

có SH 1 DI và SH = = ^ệ- • Tam giác SDI có diện tích : 

2 2 


Sjsdi = ị SH.DI = ị 



ị 


§5. KHOẢNG CÁCH 


3.33. Điểm A cách đều ba đỉnh của tam giác đều A’BD vì ta có AB = AD = AA’ = a, 
điểm C' cũng cách đều ba đỉnh của tam giác đều đó vì ta có : 

CB = CV = C'A'= 2. 
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Vậy AC' là trục của đường tròn 
ngoại tiếp tam giác A'BD, tức là 
đường thẳng AC' vuông góc với mặt 
phẳng {A'BD) tại trọng tâm / của 
tam giác A'BD. Ta cần tìm khoảng 
cách/17 (h.3.75). 

Ta có Al = BI = DI =ị A’0 với o 

3 

là tâm của hình vuông ABCD. 

Ta lại có A O = BD—^~ 

2 

/ 

= a fi.Ậ=ĩẬ. 


B c 



Hình 3.75 


Vậy A'I= =-A'0 


2 Ơ\Í6 _ Ơ\Í6 

3 ~2~ ~~3~ 


Tương tự điểm C’ cách đều ba đỉnh 
của tam giác đều CB'D\ tính được 
khoảng cách từ c, B\ D’ tới đường 
chéo ÁC’. 


3.34. a) Gọi o là tâm hình vuông ABCD, 
dễ thấy /, o, K thẳng hàng (h.3.76). Vì 
K là trung điểm của BC nên SK -L BC. 


Ta có 


BC1SK 

BCIOK 


=> BC 1 (SIK). 


s 



Do đó (SBC) 1 (SIK). 

b) Hai đường thẳng AD và SB chéo nhau. Ta có mặt phẳng (SBC) chứa SB và 
song song với AD. Do đó khoảng cách giữa AD và SB bằng khoảng cách giữa 
AD và mặt phăng (SBC). Khoảng cách này bằng khoảng cách từ điểm I đến 
mặt phẳng (SBC). 

Theo câu a) ta có (SỈK) -L (SBC) theo giao tuyến SK và khoảng cách cần tìm là 
IM, trong đó M là chân đường vuông góc hạ từ I tới SK. Dựa vào hệ thức 

IM.SK = SO.IK, ta có ỈM 
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=>SK = 


Ta lại có : SK 2 = SB 2 - BK 2 =2a 2 — = — 

4 4 


và SO 2 = SA 2 - OA 2 = 2a 2 - 


ayỉ 2 


SO = 


ayỉĩ 


ứV3 _ ưVó 


Do đó IM = 


SO.IK ajẽ ajĩ dypũ 

——— = — n • —-— = — 


-—a : —— 
2 2 


, v . ay[42 

Vậy khoảng cách giữa hai đường thăng AD và SB la băng ——— 


3.35. a) Ta có B'C -L BC' vì đây là hai đường chéo của hình vuông BB'C'C 
(h 3.77). 

Ngoài ra ta còn có : A'B' 1 (BB'C'C) =^A'B'l BC'. 

Từ đó ta suy ra BC' 1 ( A'B'CD) vì mặt 
phẳng (A'B'CD) chứa đường thẳng A'B' 
và B'C cùng vuông góc vói BC'. 

b) Mặt phăng ( AB'D') chứa đường thẳng 
AB' và song song vói BC\ ta hãy tìm hình 
chiếu của BC' trên mặt phẳng (AB'D r ). 

Gọi E, F lần lượt là tâm các hình vuông 
ADDA', BCCB'. Kẻ FH 1 EB' VỚI 
He EB\ khi đó FH nằm trên mặt phẳng A 
(A'B'CD) nên theo câu a) thì FH 1 BC’ 
hay FH 1 AD'. Vậy FH1 ( AB'D'), do đó 
hlnh chiếu BC’ trên mặt phẳng ( AB'D' ) là 
đưòng thảng đi qua H và song song vói 
BC'. Giả sử đường thẳng đó cắt AB' tại K 
thì từ K vẽ đường thẳng song song vói 
HF cắt BC' tại L. Khi đó KL là đoạn A 
vuông góc chung cần dựng. Tam giác Hình 3.77 

B'EF vuông tại F nên từ công thức 

11 , 1 _ A . ._ 

——r- = ——+—- ta tính được 
FH 2 FE 2 FB ’ 2 

KL = FH= ^ậ. 

3 
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Nhận xét. Độ dài đoạn vuông góc chung của AB' và BC’ bằng khoảng cách 
giữa hai mặt phẳng song song (AB'D’) và ( BC'D ) lần lượt chứa hai đường 

1 

thẳng đó. Khoảng cách này bằng -~A'C = • 


3.36. a) Vì ABCD là nửa lục giác đều nội tiếp trong đường tròn đường kính AD = 2 a 
nên ta có : AD IIBC và AB = BC - CD = a, đồng thời AC i. CD, AB -1 BD, 
AC = BD = aS (h.3.78). 

CD _L /4CÌ k. 

Như vậy > => CD -L (S/4C). 

CD 1 SA J V\\ 

Trong mặt phẳng (SAC) dụng AH _L sc \\ \^\ 

tại H ta có AH ± CD và AH ± sc nên Ị\ \ 

AH±(SCD). \d \\ \ N. 

Vậy AH = d (A, (SCD)). \ \ F V'''\ \ 


Xét tam giác SAC vuông tại A có AH 
là đường cao, ta có : 


Atì 2 SA 2 AC 2 


7 \ 

/ V 
/ \ 


,\/ 


E B 


Hình 3.78 


J J ninĩi o. I o 

= (aVó) 2 + (aV3) 2 = 2ữ 2 

Vậy AH 2 = 2a 2 => /4// = ứ-v/2. 

Gọi / là trung điểm của AD ta có BI II CD nên BI song song với mặt phàng 
{SCD). Từ đó suy ra d(B, (SCD)) = dự, ( SCD )). 

Mặt khác AI cắt (SCD) tại D nên 

dự , (SCD)) = ị d(A, (,SCD )) =4- aylĩ= 


Do đó : d(B, ( SCD )) = T~ • 

b) Vì // BC nên AD // (SBC), do đó í/(AD, (SBC)) = d(A, (SBC j). 
Dựng Ad -L BC tại E => BC -L (SAE). 
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_ , AF±SE ì 

Dựng AF1 SE tại F ta có : ___ > =>AF±(SBC). 

AF ±BC (vìBC ±(SAE))\ 

Vậy AF = d(A,(SBC)) = d(AD, (SBC)). 

_ K 

Xét tam giác vuông AEB ta có : AE = AB sin ABE = a sin 60° = —— • 


Xét tam giác SAE vuông tại A ta có : 


AF 2 SA 2 AE 


Do đó AF 2 = — 


Ị__ 1 _J_ 

E 2 ~ (ứ Vó ) 2 ị a 


AF = 


av6 


2 6a 2 


Vậy d(AD, (SBC)) = AF = 


av6 


3.37. Giả thiết cho ABCD là tứ diện đều 
nên các cặp cạnh đối diện của tứ diện 
đó có vai trò như nhau. Do đó ta chỉ 
cần tính khoảng cách giữa hai cạnh AB 
và CD là đủ (h.3.79). 

Gọi / và K lần lượt là trung điểm của 
AB và CD. Dễ thấy IK là đoạn vuông 
góc chung của AB và CD nên nó chính 
là khoảng cách giữa AB và CD. 

Tam giác BKỈ vuông tại /. Ta có : 



IK 2 = BK 2 - BỊ 2 = 


aS 


Vậy ÌK = 


ãyj2 


Hình 3.79 


3.38. Gọi / và K lần lượt là trung điểm của AB và CD (h.3.80), ta có ỈK là đoạn 
vuông góc chung của AB và CD và độ dài đoạn IK là khoảng cách cần tìm : 
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IK 2 = BK 2 - BI 2 = BK 2 

4 

mà BK 2 = BC 2 -CK 2 = ơ 2 -?—■ 

4 

Vậy IK 2 =a 2 - P +q ■ 

4 

Do đó IK = ^4ứ 2 -(p 2 +ợ 2 ) 
với điều kiện 4 a 2 -(p 2 +q 2 ) > 0. 


A 



c 

Hình 3.80 


3.39. a) SG là trục đường tròn ngoại 
tiếp tam giác đều ABC nên 
SG1(ABC) (h.3.81). Ta có 

SG 2 = SA 2 - AG 2 

=w i-hịĩỉf\ 1 Ị 
_ \ )\ 

= 4ứ 2 -3a 2 = ứ 2 . 

Vậy khoảng cách từ s tới mặt 
phẳng (ABC) là độ dài của đoạn 
SG = a. 


s 



B 

Hình 3.81 


b) Ta có CG -L AB tại H. Vì GH là đoạn vuông góc chung của AB và SG, do đó 

1 3a\Ỉ3 „ ứV3 

HG = — HC mà HC = — nên HG = ■ 

3 2 2 


3.40. a) Gọi / là trung điểm của cạnh B'C'. Theo giả thiết ta có AI _L (A'B'C') và 

ẤÃ7 = 60°. Ta biết rằng hai mặt phẳng (ABC) và (A'B'C r ) song song với nhau 
nên khoảng cách giữa hai mặt phẳng chính là khoảng cách AI (h.3.82). 

. s r\Q V3 ứV3 

DođóA/ = /L4'.sin60 = = — 
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=> B'C' L (AIA r ) 


,. Bơ 1 A'I 
Bơ 1 AI 

=>fí'C'± A4' 

UằAA'IIBB' II Cơ nên B'ơ 1 BB'. 

Vậy mặt bên BCƠB' là một hình 
vuông vì nó là hình thoi có một 
góc vuông. 


/4 c 



Hình 3.82 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG III 


3.41. a) Đúng 

b) Đúng 

d) Sai 

e) Sai 

3.42. a) Sai 

b) Sai 

c) Đúng 

d) Sai. 


3.43. a) Ta có hai mặt phẳng song song là : 
(Ax, AD) // ( By , BC). 

Hai mặt phẳng này bị cắt bởi mặt 
phẳng (P) nên ta suy ra các giao tuyến 
của chúng phải song song nghĩa là 
A'D' II B'C' (h.3.83). 

Tương tự ta chứng minh được 
A’B ’// D'Ờ. Vậy A'B'ƠD' là hình bình 
hành. Các hình thang AA'ƠC và 
BB'D'D đều có 00' là đường trung 
bình trong đó o là tâm của hình 
vuông ABCD và O’ là tâm của hình 
bình hành A'B'ƠD'. Do đó : 

AA' + CƠ = BB' + DD' = 2ỚỚ'. 


c) Sai 
f) Đúng. 



b) Muốn hình bình hành A'B'ƠD' là hình thoi ta cần phải có A'ơ 1 B'ư. Ta 
đã có AC -L BD. Người ta chứng minh được rằng hình chiếu vuông góc của 
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một góc vuông là một góc vuóng khi và chỉ khi góc vuông đem chiếu có ít 
nhất một cạnh song song với mặt phảng chiếu hay nằm trong mặt chiếu. Vậy 
A'B'C’D' là hình thoi khi và chỉ khi A'C' hoặc B'D song song với mặt phảng 
(tí) cho trước. Khi đó ta có AA' = CC' hoặc BB' = DD'. 

c) Muốn hình bình hành A B'C'D' là hình chữ nhật ta cần có A'B' JL B'C\ nghĩa 
là A’B' hoặc B'C' phải song song với mặt phẳng {tí). Khi đó ta có AA' = BB' hoặc 
BB' = CC', nghĩa là hình bình hành A'B'C'D' có hai đỉnh kề nhau cách đều mặt 
phẳng {tí) cho trước. 

3.44. a) Gọi H là trung điểm của đoạn 
BC (h.3.84). Qua A vẽ AD song 
song với BC và bằng đoạn HC thì 

góc giữa BC và SA là góc SAD. 

Theo định lí ba đường vuông góc, 
ta có SD JL DA và khi đó : 

„SÃD.^.Ỉ^.X r .4. 

SA SA 7av2 4 
Vậy góc giữa BC và SA được xác Hình 3.84 

_ ~ ~ _ -72 ' 

đ rih sao cho cos SAD = —— ■ 

4 

b) Vì BC II AD nên BC song song với mặt phẳng ( SAD ). Do đó khoảng cách 
giữa SA và BC chính là khoảng cách từ đường thẳng BC đến mặt phẳng ( SAD ). 

Ta kẻ CK 1 SD. suy ra CK 1 (SAD), do đó CK chính là khoảng cách nói 
trên. Xét tam giác vuông SCD với đường cao CK xuất phát từ đỉnh góc vuông c 
ta có hệ thức : 

1 1 .1 _ 1 1, 1 
CK 2 ■ sc 2 CD 2 CK 2 (la) 2 ( la ^Ỹ 

. . BC\Ỉ3 lơ\Ỉ3 

(v\CD = AH=^jí = ^y L ). 

11 4 3 + 4 1 ... r— 

Do đó —-T- = —— + -—r = - ——r- = ——r • Vậy CK = ứV21 . 

CK 2 49 a 2 3.49 a l 3.49 a L 21 a 2 

# 



12.BT.HINHHOC11 (C)-A 
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E3f Chú ý. Nếu kẻ KI IIAD và kẻ IJ II CK thì ỊJ là đoạn vuông góc chung của SA 
y&BC. 


3.45. Giả SỬAB 1 CD ta phải chứng minh AC 2 + BD 2 = AD 2 + BC~ (h.3.85). 
Thật vậy, kẻ BE J_ CD tại E, do AB J_ CD ta suy ra CD -L (ABE) nên 

CD -L AE. Áp dụng định lí Py-ta-go cho các tam giác vuông AEC, BEC, AED 
và BED ta có : 


AC 2 = AE 2 + CE 2 
BD 2 = BE 2 + ED 2 
BC 2 = BE 2 + EC 2 
AD 2 = AE 2 + ED 2 . 

Từ đó ta suy ra v4C 2 + BD 2 = AD 2 + BC 2 . 
Ngược lại nếu tứ diện ABCD có 
AC 2 + BD 2 = AD 2 + BC 2 thì : 


A 



Hình 3.85 


AC 2 - AD 2 = BC 2 -BD 2 . 

Nếu AC 2 - AD 2 = BC 2 - BD 2 = k 2 thì trong mặt phẳng ( ACD ) điểm A thuộc 
đường thẳng vuông góc với CD tại điểm H trên tia ID với I là trung điểm 

7 k 2 

của CD sao cho IH l = • 

2 CD 

Tương tự điểm B thuộc đường thẳng vuông góc với CD cũng tại điểm H nói 
trên. Từ đó suy ra CD vuông góc với mặt phảng ( ABH) hay CD -L AB. 


Nếu AC 2 - AD 2 = BC 2 - BD 2 = -k 2 thì ta có 


AD 2 - AC 2 = BD 2 - BC 2 = k 2 và đưa về trường hợp xét như trên. 


I® 5 Chú ý. Từ kết quả của bài toạn trên ta suy ra : 

Tứ diện ABCD có các cập cạnh đối diện vuông góc với nhau khi và chi khi 
AB 2 + CD 2 = AC 2 + BD 2 = AD 2 + BC 2 . 
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3.46. a) Ta có AB' IIDC'. Gọi a là góc 

giữa AB' và BC', khi đó a = DƠB 
(h.3.86). 

Vì tam giác BC'D đều nên a = 60°. 
b) Gọi p là góc giữa AC' và CD'. 

Vì CD' 1 C'D và CD' 1 AD 
(do AD L(CDD'0), 
ta suy ra CD' _L ( ADCB 0. 

Vậy CD’ 1 AC' hay /? = 90°. 


B ỉ c 



Hình 3.86 


I® 5 Chú ý. Ta có thể chứng minh p = 90° bằng cách khác như sau : 

Gọi / và K lần lượt là trung điểm của các cạnh BC và A'D'. Ta có 
ỈK II CD'. Dễ dàng chứng minh được AICK là một hình bình hành có bốn 
cạnh bằng nhau và đó là một hình thoi. Vậy AC' -L IK hay AC' -L CD’ và 

p = 90°. 


3.47. Theo giả thiết ta có M và N là hai 
điểm di động lần lượt trên hai tia Ax 
và Bỵ sao cho AM + BN = MN 
(h.3.87). 

a) Kéo dài MA một đoạn AP = BN, 
ta có MP = MN và OP = ON. 

Do đó A OMP = A OMN (c. c. c) 

=> OA = OH nên OH = a. 

< Ta suy ra HM = AM và HN — BN. 

b) Gọi M' là hình chiếu vuông góc 
của điểm M trên mặt phẳng 
(Bx ấ , Bỵ) ta có : 

HKIIMM' với Ke NM'. 

KM' HM AM BM' 
Khi đó __ - = -£77 = '' • 

KN HN BN BN 



Do đó đối với tam giác BNM’ đường thẳng BK là phân giác của góc x'By. 
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c) Gọi (/?) là mặt phẳng ( AB , BK). Vì HK IIAB nên HK nằm trong mặt phẳng 
(fi) và do đó H thuộc mặt phẳng (/?). Trong mặt phẳng (fì) ta có OH = a. Vậy 
điểm H luôn luôn nằm trên đường tròn cố định, đường kính AB và nầm trong 
mặt phẳng cố định (0) = ( AB, BK). 

3.48. a) Hai tam giác vuông SOB và AOB có cạnh OB chung và SB = AB = a nên 
chúng bằng nhau. Do đó so = OA = oc suy ra tam giác SAC vuông tại s 
(h.3.88). 

/ 

A 

a 

c a B 

Hình 3.88 



Mặt khác vì BD 1 AC và BD 1 so nên BD 1 ( SAC ) => BD 1 sc 
b) Gọi / là trung điểm của đoạn S/41 
Vì BS = BA = a nén BI 1 SA 

Vì DS = DA = a nên DI Ấ SA. Ta suy ra BID là góc của hai mặt phẳng ( SAB ) 
và ( SAD ). Trong tam giác vuông AOB ta có : 

OA = yjAB~ - OB~ = Ja 2 (vì theo giả thiết OB = — 

1 3 3. 3 


Vì so = OA nên OI = 


OA\^2 _ csịb_ Vĩ _ aV3 


Như vậy ta suy ra : OI = OB = OD do đó tam giác BID vuông tại I, nghĩa là 
(SAB) ± (SAD). Chứng minh tương tự ta có ( SCB) ± ( SCD). 

c) Khoảng cách giữa SA và BD chính là độ dài đoạn vuông góc chung OI. 

~ , . n ,_ ayÍ3 

Ta có : OI = —j— • 

3 
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CÂU HỎI TRẮC NGHIÊM 


3.49. (C) 3.50. (C) 3.51. (D) 3.52. (A) 

3.53. (D) 3.54. (D) 3.55. (C) 3.56. (C) 

3.57. (A) là mệnh đề đúng còn (B), (C), (D) là mệnh đề sai. 

3.58. Mệnh đề đúng : (B); (C); (D). Mệnh đề sai : (A) 

3.59. Mệnh đề đúng : (A). Mệnh đề sai: (B), (C), (D). 

3.60. (B) 3.61. (D) 3.62. (B) 3.63. (D) 

3.64. (B) 3.65. (A) 3.66. (B) 3.67. (B) 

3.68. (D) 3.69. (B). 

BÀI TẬP ÔN CUỐI NĂM 

I. ĐỂ BÀI 

1. Cho hai điểm phân biệt A , B và đường thẳng d song song với đoạn thẳng AB. 
Điểm c chạy trên đường thẳng d. Tim tập hợp các trọng tâm của tam giác ABC. 

2. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình X + 2ỵ - 4 = 0. 

Viết phương trình của đường thẳng d' là ảnh của d qua phép đồng dạng có 

được bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm o, tỉ số -2 và phép đối 
xứng qua trục Oy. 

3. Tứ diện OABC có các cạnh OA, OB, oc vuông góc với nhau từng đôi một 

và có OA = a, OB = b, oc = c. Gọi cc, /3, Y lần lượt là góc hợp bởi các mặt 

phẳng ( OBC ), ( OCA ), ( OAB) với mặt phẳng (ABC). 

Chứng minh rằng cos 2 a+ cos 2 p +cos 2 ỵ = l. 

4. Hình chóp S.ABCD có đáy là hình thang vuông ABCD vuông tại A và B. 
Hình thang có cạnh AD = 2 a, AB = BC = a và hình chóp có cạnh SA vuông 
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góc với mặt phẳng ( ABCD). Gọi C' và D’ lần lượt là hình chiếu vuông góc 
của đỉnh A trên sc và SD. 

a) Chứng minh SBC - SCD - 90°. 

b) Chứng minh ba đường thẳng AD\ AC', AB cùng nằm trong một mặt 
phẳng. Từ đó chứng minh rằng C'D' đi qua một điểm cố định khi đỉnh s 
di động trên đường thẳng vuông góc với mặt phẳng ( ABCD ) tại A là Ax. 

c) Xác định và tính độ dài đoạn vuông góc chung của AB và sc khi AS = ứV2. 

5. Hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông ABCD cạnh a và có mặt bên SAD 
là tam giác đều nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt phăng (ABCD). Gọi 
/ là trung điểm của AD, M là trung điểm của AB, F là trung điểm của SB và 
K là giao điểm của BI và CM. 

a) Chứng minh rằng mặt phẳng (CMF) vuông góc với mặt phẳng (SIB) 

b) Tính BK và KF và suy ra tam giác BKF cân tại đỉnh K. 

c) Dựng và tính độ dài đoạn vuông góc chung của AB và SD. 

d) Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng CM và SA. 

6 . Hình chóp S.ABCD có dáy là hình vuông ABCD cạnh a, cạnh SA = a và 
vuông góc với mặt phẳng (ABCD). 

a) Chứng minh các mặt bèn của hình chóp là nhũng tam giác vuông. 

b) Mặt phẳng (tí) qua A và vuông góc với sc lần lượt cắt SB, sc, SD tại B', 
C', D'. Chứng minh B'D' song song với BD và AB' vuông góc với SB. 

c) M là một điểm di động trên đoạn BC, gọi K là hình chiếu của s trên DM. 
Tìm tập hợp các điểm K khi M di động. 

d) Đặt BM = X. Tính độ dài doạn SK theo a và X. Tính giá trị nhỏ nhất của 
đoạn SK. 

7. Hình chóp SABCD có dáy là hình thoi ABCD tâm o cạnh a , góc BAD = 60°. 

_ , , 3úf ^ 

Đương thăng so vuông góc với mặt phăng (ABCD) và đoạn so = • Gọi E 

4 

là trung điểm của BC, F là trung điểm của BE. 

a) Chứng minh mặt phẳng ( SOF ) vuông góc với mặt phẳng (SBC). 

b) Tính các khoảng cách từ o và A đến mặt phẳng (SBC). 

c) Gọi (tí) là mặt phẳng qua AD và vuông góc với mặt phẳng (SBC). Xác 
định thiết diện của hình chóp với (tí). Tính diện tích thiết diện này. 

d) Tính góc giữa (tí) và ( ABCD ). 
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8 . Cho tam giác đều SAB và hình vuông ABCD cạnh a nằm trong hai mặt 
phẳng vuông góc với nhau. Gọi H, K lần lượt là trung điểm của AB, CD và 
E, F lần lượt là trung điểm của SA, SB. 

a) Tính khoảng cách từ A đến mặt phẳng ( SCD ) và tang của góc giữa hai mặt 
phẳng (SAB) và ( SCD ). 

b) Gọi G là giao diểm của CE và DE. Chứng minh CE vuông góc với SA và 
DE vuông góc với SB. Tính tang của góc giữa hai mặt phẳng ( GEF ) và 
(SAB). Hai mặt phẳng này có vuông góc với nhau không ? 

c) Chứng minh G là trọng tâm của tam giác SHK. Tính khoảng cách từ G đến 
mặt phẳng (SCD). 

d) Gọi M là điểm di động trên đoạn SA. Tìm tập hợp những điểm là hình 
chiếu của s trên mặt phẳng ( CDM ). 

9. Hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông ABCD cạnh a, các cạnh bên đều 
bằng ưv3. 

a) Tính khoảng cách từ s đến mặt phảng ( ABCD ). 

b) Gọi (ứ) là mặt phẳng qua A và vuông góc với sc. Hãy xác định thiết diện 
của hình chóp với (a). 

c) Tính diện tích của thiết diện nói trên. 

d) Gọi (p là góc giữa AB và (a). Tính sinộ?. 

10. Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' cạnh a. 

a) Chứng minh Bơ vuông góc với mật phẳng (A'B'CD) 

b) Xác định và tính độ dài đoạn vuông góc chung của AB' và Bơ. 

11. Cho hình vuông ABCD tâm o, cạnh a. Trên hai tia Bx và Dy vuông góc với 
mặt phẳng ( ABCD ) và cùng nằm về một phía của mặt phẳng ( ABCD ) lần 

2 

lượt lấy hai điểm M và N sao cho : BM.DN = ■ 

Đặt BÕM = a, DÕN = p. 

a) Chứng minh tan ỚT .tan p= 1. Kết luận được gì về hai góc ỚT và 01 

b) Chứng minh mặt phẳng ( ACM) vuông góc với mặt phẳng (CAN). 

c) Gọi H là hình chiếu của o trên MN. Tính OH. Từ đó chứng minh rằng AH 
vuông góc với HC và mặt phẳng (AMN) vuông góc với mặt phẳng ( CMN ). 
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12. Cho hình lập phương ABCD.A 'B'C'D' có cạnh là ứ. Gọi E, F và M lần lượt là 
trung điểm của AD, AB và CC'. 

a) Dựng thiết diện của hình lập phương với mặt phẳng ( EFM). 

b) Tính cos<p với (Ọ là góc giữa hai mặt phẳng ( ABCD ) và ( EFM ). 

c) Tính diện tích của thiết diện dựng được ở câu a). 


II. HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP số 


1. Gọi / là trung điểm của AB, khi đó 
/ cô định và trọng tâm G của tam 
giác ABC thuộc trung tuyến c/ sao 

cho /ơ = -7 /c. Do đó có thể xem 
3 

G là ảnh của c qua phép vị tự tâm 

/, tỉ số -Ị-(h.3.89). 

3 

2. Qua phép vị tự tâm o tỉ số -2 đường 
thẳng d biến thành đường thẳng d { 
có phương trình X + 2y + 4 = 0. Qua 
phép đôi xứng qua trục Oy dường 
thẳng dị biến thành đường thẳng d' 

có phương trình X - 2y - 4 = 0. Đó 
là phương trình cần tìm. 

3. Hướìĩg dẫn : 

Gọi H là hình chiếu vuông góc của 
đỉnh o xuống mặt phẳng (ABC) 
(h.3.90). Ta chứng minh dược H là 
trực tâm của tam giác ABC, nghĩa 
là chứng minh AH ± BC tại A', 
BH 1 CA tại B' và CH 1 AB tại c\ 

Từ dó suy ra a = oa!A 

=> cosor = cosớ/V/4 = sin OAA' 

_OH OH 
OA a 



o 
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( 1 ) 


4. 


Xét tam giác vuông AOA' ta có : 

1 _ 1 1 _ 1 1 
OH 2 OA 2 OA ' 2 ~ ơ 2 OA ' 2 
Xét tam giác vuông BOC ta có : 

1 = _Ị j_ = J_ 1 

OA ' 2 ■ OB 2 + oc 2 - b 2+ c 2 
Từ (1) và (2) ta có : 


1,1,1 . OH 2 , OH 2 . OH 2 

;r = -^- + ^r- + — hay ' + ' + ' 

2 -2 --2 2 a 2 b 2 c 2 


OH 2 a 2 b 2 2 


Vậy cos 2 or + cos 2 /? + cos 2 T' = 1. 


Hướng dẫn : 



Hình 3.91 -Hình 3.92 

a) Áp dụng dinh lí ba đường vuông góc ta chứng minh được SB J_ BC và 
sc 1 CD. 

b) Hãy chứng minh AD\ AC\ AB đều vuông góc với SD, từ đó suy ra AD\ 
AC\ AB cùng nằm trong mật phẳng ( a ) đi qua điểm A và vuông góc với 
SD. Do đó C’D' đi qua một điểm cố định là giao điểm / của AB và CD khi 
điểm s di động trên đường thẳng Av (h.3.91). 

c) Gọi K là trung điểm của cạnh AD (h.3.92). Ta có ABII ( SCK ). 


13.BT.HINHHOC11 (C)-A 
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Dựng AH 1 SK, HE IIKC, EFII HA. 

Ta đựợc EF là đoạn vuông góc chung cùa AB và sc. 

AS.AK 


Ta có EE = AH và AH.SK = AS.AK. Suy ra AH = 


( SK 2 = SA 2 + AK 2 = la 2 +a 2 = 3 a 2 ). 


SK 


ayJ2.a _ ứV6 
ứV3 3 


5. Hướng dẫn : 

a) Chứng minh CM -L Bỉ (h.3.93) và có CM -L s/, ta suy ra CM 1 ( SIB ). 
Mặt phẳng ( CMF ) chứa đường thẳng CM nên ( CMF) 1 ( SIB). 

b) Xét tam giác vuông BCM ta có : 


BK.CM = BM.BC => BK = 


MC 

CM 


a 
— ■a 


a 


s 


— • u 

Do âóBK= -2-==.^L = 
av5 v5 


Xét tam giác vuông SỈB, ta có : 

SB 2 =SI 2 +IB 2 =^- + ^Ì = 2ữ 2 . 

4 4 

Do đó SB = aylĩ vàfiF= = 

2 2 

Xét tam giác BKF, ta có : 


FK 2 - BF 2 + BK 2 - 2BF.BK .cos B với cosfi = 



Hình 3.93 


a 




_ IB_ 2 
SB ayj2 


í rz\ 


FK 2 _ a 2 | á 2 2 ưV2 aV5 

2 5 2 5 


ữ 


ữ 


V5 

2 _ 






ẼK 2 = 


n 2 2 
la a 


a 


10 


Do đó FK = 


ayj 5 


= BK. 
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13.BT.HlNHHOC11(C)-B 



Vậy tam giác BKF có BK = FK, nên tam giác BKF là tam giác cân tại K. 

c) Mặt phảng (SCD) chứa CD, trong đó CD IIAB, do đó (SCD) 1 (SDA) vì 
CD 1 (SAD). 

Trong tam giác SAD ta vẽ AE -L SD thì đoạn .vuông góc chung của SD và AB 

a !ị 

là AE. Ta có AE là đường cao của tam giác đều SAD nên AE = -Ị-— ■ 

d) Mặt phẳng ( CMF ) chứa CM và song song vói SA vì MFII SA. 

Do đó khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau SA và CM bằng khoảng 
cách giữa SA và mặt phẳng song song với SA đồng thời chứa CM. Ta có 

d(SA, CM) = d(SA, (CMF)) 

Theo câu a) ta có ( CMF ) -L ( SIB ) với giao tuyến là FK. 

Trong mặt phẳng ( SIB) dựng SH 1 FK thì SH _L ( CMF). 

Do đó SH = d (SA, CM) nghĩa là SH là khoảng cách giữa SA và CM. 

Ta có SH = SF. sin SẼĨĨ = SF. sin KFB = SF. sin SBĨ = SF -Ẹ- 

SB 

ữyíĩ 

_ ayj2 2 _ 

2 aylĩ 4 

6 . a) Áp dụng tính chất vuông góc của SA với mặt phẳng (ABCD) và định lí ba 
đường vuông góc, ta chứng minh được các mặt bên của hình chóp là những 
tam giác vuông. 

b) Dễ chứng minh : BD -L ( SAC ), do đó BD -L sc. 

Mặt khác vì (à) -L sc nên B'D' 1. sc. 

Như vậy ta có hai đường thẳng BD và B'D' phân biệt nằm trong mặt phẳng 
(SBD) và cùng vuông góc với sc. Nhưng vì sc không vuông góc với mặt 
phẳng ( SBD ) nên hình chiếu của sc trên mặt phẳrig ( SBD ) sẽ vuông góc với 
BD va B'D'. Suy ra BDII B'D'. 

Ta có : BC1 (SAB) => fíC -L AB' 

sc 1 (a) => sc 1 AB\ 

Vậy AB' 1 (SBC) => AB' 1 SB (h.3.94). 
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s 



Hình 3.94 Hình 3.95 


c) Phần thuận : V\ SK 1. MD, áp dụng định lí ba đường vuông góc, ta có : 
AK 1 DM hay ẤKD = 90°. 

Vậy K nằm trên đường tròn đường kính AD trong mặt phăng ( ABCD). 

Gọi o là tâm hình vuông ABCD. Vì DM luôn luôn nằm trong góc BDC nên 
K nằm trên cung OD (h.3.95). 

Phần đảo : Lấy điểm K bất kì trên cung OD, DK cắt BC tại M. Ta phải 
chứng minh SK -L DM. Thật vậy, điều đó hiển nhiên vì AK -L DM. 

Vậy tập hợp các điểm K khi M di động trên đoạn BC là cung OD. 

d) Vì BM - X, nên CM - a - X, vậy : 

DM — yj ữ ^ + (ữ — 

Tam giác AMD có diện tích bằng —— nên : 



Ta có : SK 2 = SA 2 + AK 2 

c „2 _ 2 , « 4 _ a 2 {x 2 -2ax + 3a 2 ) 

òK — a H— -— = ——--— 

X 2 -2ax + 2cr X 2 -2ax + 2cr 
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SK= a 


I X 2 - 2ax + 3 a 2 
V X 2 - 2ax + 2 a 2 

SK nhỏ nhất khi và chỉ khi /4K nhỏ nhất, tức là khi và chỉ khi K trùng o, 
hay X = 0. 


Khi đó SK min 



7. 


Khoảng cách từ điểm M đến mặt phảng (tí) được kí hiệu là d(M, (tí)). 

a) Vì BCD là tam giác đểu nên DE 1. BC và do đó OF A BC, ngoài ra so -L BC 
nên BC -L (SOF). 

b) Trong mặt phẳng (SOF) dựng OH -L SF thì OFÍ -L (SBC). Trong tam giác 
vuông SOF, ta có : 

1 11 16 16 64 3a 

—“TT = —-TT + — —T~ = —í- + ~~~r = => OH - -- ■ 

OH 2 OF 2 os 2 3 a 2 9 a 2 9 a 2 8 


Vậy d(0, (SBC)) = 

0 

Gọi / = FO n AD. Trong mặt phẳng (SIF) dựng : IK _L SF. 
Vì AD // (SBC) nên ta có : 

d(A, (SBC)) = dự, (SBC)) = ỈK = 20H = —■ 

4 


c) Ta có IK ± (SBC) nên (tí) là mặt phảng (ADK). Giao tuyến của (tí) với 
(SBC) là MN // BC. Ta được thiết diện là hình thang ADNM (h.3.96). Muốn 

SK 

tính MN ta cần tính tỉ SÔ Xét tam giác vuông SOF ta tính được 


SF = và xét tam giác vuông SKỈ ta tính được SK = ay y 


^ SK 1 „_ .... _ a 

Do đó ~~ — _ • Ta suy ra MN = — ■ 

SF 2 2 


S ADMN - 



a 


\ 


a + — 



3 a 9 a 2 

T” 16 
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Hình 3.96 


d) Gọi (pịầ góc giữa (a) và (. ABCD ). 


_ ỊỊS A 

Ta có ẹ= KIF và cosẹ= = ~^=r 

IF a4 3 


3 _2__V3 
4' V 3 ” 2 


Vậy 0? = 30°. 


Ta kí hiệu khoảng cách như trong bài 7. 

a) Vì >1// // (SDC) nên (SDC)) = </(//, (SDC)). Xét tam giác vuông SHK 

ta tính được : SK = a _ ■ 

2 

Trong (SHK) dựng HH'1SK thì HH' JL ( SCD ) nên HH' = d(H, ( SDC )). 

ớV3 

_ IĨIĩ' HS.HK 2 a ữV2Ĩ 

Ta có : //// = — : — = ^ 7 = = — 7 =- = —-—- • 

SK aylĩ ■ yl 7 7 

2' 

Góc giữa hai mặt phảng ( SAB ) và (SCD) là góc //sx (h.3.97) 

- a _ 2 _ 2 V 3 

tan //Sa = = — 7 =- - —=■ = ——• 

SH aS s 3 

2 
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c 


Hình 3.97 

■ ữ 

b) Ta có cs = \lsK 2 + KC 2 = 2a 2 => cs = ajĩ. 

Do đó CA = cs = a^ỊĨ. Vì E là trung điểm SA nên CE _L SA. 

Tương tự ta có : DF _L SB. 

Gọi / là giao điểm của EF và SH. Ta có HIK là góc giữa hai mặt phẳng 
(GEF) và (SAB). Ta hãy xét tan ĨẼK : 

.„„ĨÍĨ^_ HK _ a _ 4 _W3 

tan HIK = -777- = -—]=■ = —Ị= = —7— ■ 

■ HI aS s 3 

4 

Vậy hai mặt phảng (SAB) và ( GEF ) không vuông góc với nhau. 

c) Ta có KI là trung tuyến của tam giác SHK và KI qua G. 

Mặt khác = 2 => ơ là trọng tâm của tam giác SHK. 

GI EF 

Do đó HG đi qua trung điểm L của SK và ^ mà d(H, ( SCD )) - • 

HL 3 7 

Vậy d(G, (. SCD )) = i d(H, (, SCD )) = ■ 

d) CD 1 ( SHK) => (CDM) 1 (S///O. Dựng M/V // CD, V 6 s//, ta được 
(CDM) n (5///Q = ẢW. 
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Dựng SP 1 KN thì SP 1 ( CDM ), đo 
đó p là hình chiếu của s trên mặt 
phẳng ( CDM ). 

Ta có : SPK - lv. Do đó p thuộc 
đường tròn đường kính SK trong mặt 
phẳng (SHK). 

Mặt khác ta chú ý rằng vì M di động 
trên đoạn SA nên N di động trên 
đoạn SH. 

Ta suy ra điểm p chạy trên cung SH. 

Chứng minh xong phần đảo ta sẽ tìm 

được tập hợp các điểm p là cung SH 
(h.3.98). 



Hình 3.98 


9. a) Gọi o là tâm của hình vuống ABCD 
thì SO là khoảng cách từ s đến 
(ABCD) (h.3.99). 

Ta có : SO 2 = sc 2 - oc 2 

_ _2 2a 2 _\0a 2 

= ia -— — —— 

4 4 

1 

2 

b) Vì BD _L (SAC) nên BD _L sc. 
Trong (S/4C) dựng AC’ _L sc. AC’ cắt 
SO tại H và cắt sc tại C'. Trong 
(SBD), đường thẳng qua H và song 
song với BD cắt SB và SD lần lượt tại 
B’ va D’. 


s 



Hình 3.99 


Ta có : B’D’ 1 sc. Vậy sc 1 mp ( AB'C'D ') và (a) là mặt phẳng ( AB'C'D’). 
Thiết diện cần tìm là tứ giác AB'C'D\ 

c) BD _L (5>1C) BD _L AC' B'D' _L AC'. 

Do đó : S AB , CD , = i AC'.B'D' 
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ayỊĨÕ 


ayj IU p ( _ 

T . . SO.AC 2 ' ứV _aj5_ayfĨ5 

la có : AC = ——— = — - — 7 = = = ——— • 

sc aj 3 V3 3 


5C /2 = Ẵ4 2 - /4C /2 =3 a 2 -~ = 

3 3 


SC' = ^ 
•s/3 


Từ hai tam giác vuông đồng dạng soc và 5C7/ ta có : 

2 a JZ 

SH= sơsc - 4a 

so ay/ĩõ - y/ĩõ 


Vì B'D'Ị/ BD nên : 


5'D' _SH _ 4a 2 _ 8 _ 4 nfrtl 4 

BD “SO“7ĨÕ'Ĩ7w _ ĨÕ“5 => Bv '- 1‘" j2 ■ 

c _ 1 ứVs 4 /- 2ứ 2 7ĨÕ 2ứ 2 V 30 

• 4SW 2 H ỉ*' 12 - ^/5 

d) Gọi ộ? là góc 04fí, (ạ)). 

Ta có : CC = SC-SC'= a-JĨ-^ = ^Ậ- 

V3 3 

1 n^R 

Dựng OKIICC' với K G /4C', thì ơả: 1 (£Ộ và ơả: = ị CC' = 

' 2 6 

_ ( _, AT 

Dựng BF = OK thì BF±(oỉị và = -ị— • 

6 

Ta có góc ( AB,(a )) = &4T = (Ọ 


a\Í3 

■ 7FTr 6 >/3 

sin BAF = —— = —2— = __ 


sinộ? = 


10. a) Ta có:BCi fíC' (đường chéo hình vuông). Vì ABCD.A'B'C'D' là hình 
lập phưomg nên : A’B' 1 ( BB'C'C) =>A'B'1_ BC'. 
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Suy ra : BƠI ( A'B'CD )'. 

b) Mặt phẳng (AB'D r ) chứa AB' và song song với BC'. Ta hãy tìm hình chiếu 
của Bơ trên mặt phẳng (AB'D r ). Gọi E, F lần lượt là tâm hình vuông 
ADD'A', BCCB'. Kẻ FH -L' EB' (Hs EB"). Khi đó FH nằm trên mặt phẳng 
(. A'B'CD ) nên theo câu a) FH 1 BC 'hay FH 1 AD'. Vậy FH 1 (AB'D). Do đo 
hình chiếu của BC' trên mp ( AB'D ) là đường thẳng đi qua H và song song 
với Bơ. Nếu đường thẳng đó cắt AB' tại K, thì từ K vẽ đường thẳng song 
song với HF, cắt Bơ tại L. Khi đó KL là đoạn vuông góc chung cần dựng. 

Từ công thức : —- = — ỉ— + —Ỉ-— ta tính được 

FH 2 FE 2 FB l 

Jị 

KL = FH= — 7 — (h.3.100). 

3 

C’ 


c 


„ ._ BM a DN 

11 . a) tanar= = —— 

OB OD 

OB = OD = 

2 

Theo giả thiết BM.DN = nên ta có : tan a tan B = = 1 . 

2 OB.OD 

Do đó tanor= cot/?=> a+ p= 90° 

b) Rõ ràng rằng AC -L (Bx, Dy) nên OM J_ AC và ON _L AC (h.3.101). 


D[ 
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A B 

Hình 3.101 


Vậy góc MON là góc giữa hai mặt phẳng (ACM) và (ACN). 

Trong (Bx, Dy), ta có : MON = 180° - (a + P) = 90°. 

Do đó : (ACM) 1 (ACN). 

c) Ta có : OM = ——ON = ———■ VI OH là đường cao trong tam giác 

cosor COSy 6 

vuồng MON nên : 

1 _ 1 1 _ cos 2 or+cos 2 /? _ 1 

OH 2 OM 2 ON 2 OB 2 OB 2 

Vậy OH = OB. 

Ta suy ra Otì = OA = ỚC. Do đó Ấĩĩc = 90°, hay AH 1 HC. 


Vì MN 1 OH và M/V 1 nên 

M/V1 (AHQ. Do đó ẤHc là góc giữa 
hai mặt phẳng (AMN) và (CMN). 

Từ đó ta suy ra : (AMN) 1 (CMN). 

12. a) Gọi ớ và ớ' lần lượt là tâm của các 
hình vuông ABCD và A 'B'C'D', IM cắt 
00' tại K (I là trung điểm của EF). 

Đường thẳng qua K song song với BD 
cát BB' và DD' tại p và Q. Thiết diện 
là ngũ giác EFPMQ (h.3.102). 



Hình 3.102 
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b) Ta có (p = MIC. 


tan (Ọ- 


CM 

lc 


a 

2 _ 
7>gyÍ2 
4 


cos (p = 


1 


3 

1 


cos (Ọ- 


1 + tan 2 ọ J_I__ 


3VĨT 


11 


VĨT 


11 


c) Gọi s là diện tích thiết diện EFPMQ và S' là diện tích I 
của thiết diện xuống mặt phẳng ( ABCD ). Ta tính được S' = 


Ta có : s = 


S' _la 2 n/TT _ 7VĨT 

~~ — ♦ 


cos (p 8 3 


24 


a 


lình chiếu EFBCD 
la 2 
8 
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